Tematy: zadania tematyczne

1. Ciagi liczbowe - zadania gmu ..udowodnij

1) UdOWOanj ze jezeli liczby a?, b?,c* tworza ciag arytmetyczny (r # 0), to liczby

e — takze tworza ciag arytmetyczny.

bt+c ' atc

2) Ciag a, Jest ciggiem geometrycznym. Wyka, ze chg b, = a,,1 — a, takze jest
ciggiem geometrycznym.

3) Wykaz, ze suma kwadratéw trzech kolejnych wyrazow ejgu geometrycznego o
wyrazach catkowitych jest podzielna przez sugtych wyrazow.

4) Wykaz, ze jezeli trzy liczby dodatnie a, b,c tworza ciag geometryczny, to ich
logarytmy tworz g ciag arytmetyczny.

5) Wykaz na podstawie definicji,ze:

li =
nl—>r?o 3In+2

kkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkkhkhkkhkkkhkhkhkhkkkhkkkhkhkkhkhkkkhkkkkx kkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkk

2. FEunkcije trygonometryczne — nietypowe zadania
1) Dany jest tr6jkat o bokach a,b,c oraz katach a,B,y. Udowodnij, ze miedzy

obwodem tréjkata, a promieniem okregu opisanego na tym trojlgcie zachodzi

zwiazek:a+ b+ c = 8R cosgcosgcosg

2) Znajdz najwieksza wartos¢ iloczynu sina-sinf, jezeli a i B 53 to miary katow
ostrych pewnego tréjkata prostokatnego.
3) Wiedzac,ze3sinx = 2(1 — cos x) , oblicztg x.

4) Wyznacz zbior wartosci funkcji y = sin 2x — cos (g + 2x)

5) Wyznacz najwigksza wartosé funkcji f(x) = sin x cos x + cos? x
6) Rozwigz rownanie1 + x* — cosx = 0
7) Udowodnij, ze w zbiorze liczb rzeczywistych spetniona jest niewnaos¢:

.6 6 1
sin® x + cos xZZ

8) Rozwigz nierownosé¢:
log =(ctgx)—1
G >
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3. Funkcije z wartoscia bezwzgédna

1) Dana jest funkcja f, ktorej wykresem jest prosta prechodaca przez punkty
A= (1,6)i B = (—3,—-2). Rozwiaz réwnanie: |f(2x)| =

2) Narysuj wykres funkcji y = x — |5 — x|

3) Narysuj wykres funkcji y = |x +1] 4+ Va2

4) Narysuj wykres funkcji y

= ]
5) Narysuj wykres funkcji y = ||x + 1| - Z|
6) Narysuj wykres funkcji y = (x+ 1) - |x — 2|
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4. Zadania z geometrii analitycznej
1) Odcinek o koncach A = (3,—2) i B = (6,4) zostat podzielony na trzy réwne czesci.
Oblicz wspétrzedne punktéw podziatu.




2) ObliczpolefiguryA = {(x,y): 1<x2+y2<9 A xy<0}

3) Do okregu o $rodku S§ = (1,1) nalezy punkt A = (2,2). Oblicz pole tréjkata
réwnobocznego wpisanego w ten okrag.

4) Wyznacz punkty wspélne okregu x? + 6x + y* = 16 z osiami uktadu wspéirzednych.

5) Napisz réwnanie symetralnej odcinka wycietego z prostej 2x + 3y + 6 = 0 przez osie
uktadu wspétrzednych.

6) Dane s3 dwa wierzchotki tréjkata: A = (—2,4) i B = (5,—2). Wyznacz trzeci
wierzchotek C tak, aby srodek boku BC lezat na osi odcietych, a srodek boku AC - na
osi rzednych.

7) Zaznacz na ptaszczyznie XOY zbiér A = {(x,y): x> +y* <4 v x*-—y* =0}
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5. Granica i ciagtosé funkcji — nietypowe zadania
1) Wykaz, ze nie istnieje granica:

lim cos x
X— 00
2) Sprawdz, czy funkcja f(x) = x? % jest nieparzysta, a nasfpnie oblicz granicg:
lim f(x)
X—00

3) Znajdz wszystkie liczbyx € R , ktére spetniaja rownanie:
x* =1lim[(x + y)(y + x%) — y?]
y—00
4) Niech f(a) bedzie liczbg pierwiastkdw rzeczywistych rownania
x* —2x—logi(a*—-7)=0
2

Podaj wzor funkcji f(a) i sprawdz, czy istnieje granica:
lim £ (a)
5) Dla jakich a # 1 nierdwnos¢:

- (@®=-2)x*+3ax—-1
bt (a+1)x?2+2x-3
jest prawdziwa?

6) Dla jakich wartosci parametru a funkcja:
_(2*—1  dla x>1
f(x) _{(x—a)z dla x <1
jest ciagta w zbiorze liczb rzeczywistych?

<a-2
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6. Nietypowe zadania z rénych dziatow
1) Jaka figure opisuje uktad réwnan z parametrem t:

x=-2+3t
C o edyte -1y

2) Oblicz minimum sumyi + % dlax > 0iy > 0, jezeli wiadomo, zex +y = 1.
n
3) Danyjestciaga, = (%) , XE (—g ’E)'
1

s s ;. . 7 . . . og3
Dla jakich warto$ci suma wszystkich wyrazdéw ciagu jest r6wna % ?

4) Oblicz granice:
1

Tx
1
1+ 7x
oraz

lim
x-0~



7x

lim I
4 7R

5) Krawedz boczna $cietego ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwna 1 i jest
nachylona do ptlaszczyzny podstawy pod katem f. Przekatna ostrostupa jest
prostopadta do krawedzi bocznej. Oblicz objeto$¢ ostrostupa.

6) Na okregu o danym promieniu 7 opisano trapez, na ktérym opisano okrag o promieniu
R. Jeden z bokdw trapezu ma dtugo$¢ r. Oblicz pole trapezu i promien R, przyjmujac,

Ze 1 jest dane.
7) Ktéra z liczb jest wieksza: % czy V5(2 +/3)?

C ., ,, log?x-1
8) Rozwiaz nieréwnos¢: ng <0
3

9) Oblicz a wiedzac, zetga = 3%, tgf =3 “oraza—f =

10) Rozwiaz réwnanie:

. 4*-n’+3n
Nim T an—1- 8

11)Udowodnij, ze jezeli dla katéw a, B8, ¥ tréjkata zachodzi zwigzek siny =

sin a+sin

cosa+cosf’
tréjkat jest prostokatny.

12)Udowodnij, ze dla kazdego n naturalnego, wielomian W(x) = x*""2+1 jest
podzielny przez x* + 1.

13)Promien kuli zwiekszono tak, ze pole jej powierzchni wzrosto o 44%. O ile procent
wzrosta jej objetos¢?

14)Wyznacz dziedzine i zbiér wartoéci funkgji: f(x) = V2 +Vx — x

15)W uktadzie wspétrzednych zaznacz zbiér punktéw, ktorych wspétrzedne spelniajg
réwnanie y* = x*,

16)Smigto helikoptera ma 4 m dhlugoséci i wykonuje 50 obrotéw na minute. Z jaka
predkos$cia porusza sie koniec $migta?

17)W tréjkacie réwnoramiennym ABC podstawa AB i wysoko$¢ CD maja jednakowa
dtugos¢ 4. Oblicz dlugo$¢ promienia okregu stycznego w punktach 4 i B do prostych,
w ktérych zawarte sg ramiona tréjkata.

18)W kole o promieniu 5 poprowadzono dwie réwnolegte cieciwy, oddalone od siebie o 1.
Oblicz dtugosci cieciw wiedzac, ze réznica ich dtugosci wynosi 2.

19)Kwadrat ABCD wpisano w okrag o promieniu R. Wykaza¢, Ze dla dowolnego punktu
M lezacego na tym okregu zachodzi réwnanie:
|[MA|? + |MB|? + |MC|? + |MD|? = 8R?

20)W kole o srodku $ poprowadzono dwie prostopadte $rednice AB i CD. Z punktu A
prowadzimy cieciwe AM przecinajaca $rednice CD w punkcie N. Wyznacz miare kata,
jaki ta cieciwa tworzy ze Srednicg AB, jezeli wiadomo, Ze w czworokat SBMN mozna
wpisac okrag.

21)Z punktu P odlegtego o 11 od $rodka okregu o promieniu 7 poprowadzono sieczng
tak, ze dlugosci odcinkéw, ktérych koficami sg punkty przeciecia tej siecznej z
okregiem i punkt P sg réwne. Oblicz dlugo$¢ odcinka siecznej zawartego wewnatrz
okregu.

22)Przez $rodek boku tréjkata réwnobocznego poprowadzono prosta, tworzaca z tym
bokiem kat 30° i dzielaca tréjkat na dwie czesci. Oblicz stosunek pola mniejszej z tych
czesci, do pola danego tréjkata.



23)Wyznacz dtugosci podstaw trapezu réwnoramiennego, w ktérym ramie ma diugos¢ 3,
jedna z podstaw jest dwa razy dtuzsza, niz druga, a przekatna dzieli kat przy dluzszej
podstawie na potowy.

24)Wyznacz zbiér warto$ci funkcji: f(x) = cos (g sin x)
25)W tréjkacie prostokatnym stosunek sumy dlugosci przyprostokatnych do diugosci
przeciwprostokatnej jest réwny v2. Wyznacz katy ostre tego tréjkata.
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7. Pochodna funkcji - zadania
1) Korzystajac z definicji oblicz f'(x) dla f(x) =

1

2x

2) Oblicz pochodm funkcji oblicz f(x) = V3/x - x

3) Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkcji f(x) =23 —4x*+3x+1 w
punktach o odciktych 0 i 1. Znajdz kat miedzy tymi stycznymi.

4) Dla jakich wartosci parametru k funkcja f(x) = x3 — x? + kx jest rosmca dlax €
R?

5) Wyznacz z r(’)wnaniayTl1 — ;11 = 2 y jako funkcj¢ zmiennej x, a nasepnie zbadaj

jej monotonicznas¢.

6) Funkcja f(x) = % osihga ekstremum rowne—1 przy x = 2. Rozstrzygnij, czy
jest to minimum, czy maksimum.

7) Suma n pocatkowych wyrazow ciagu a,, wyraza Si wzorems,, =
Dla jakiego n suma jest najweksza?

8) Dla jakich wartoéci parametru a réwnanie x> —3x—a=0 ma trzy rdine
pierwiastki rzeczywiste?

2n-5
nZ2+4n+140
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8. Uklady réwnan | stopnia z parametrem
1) Dany jest uktad rownan:
ax+2y=1
{8x +ay=>b
Omow liczbe rozwigzan tego uktadu w zalénosci od parametrow a i b.

- x+y=5 .
2) Dla jakich m € R ukiad {x —my=7 jest sprzeczny?

3) Narysuj wykres funkcji f(m), ktora jest iloscia rozwiazan ukfadu:
{(m—l)x+3y= 5
mx—2y =4

4) Rozwigz uktad réwnan z parametrema € (0, g) Dla jakich wartosci & sumax? + y?
jestréowna1,5?
xsina —ycosa = sina
{ xcosa+ysina=1
5) Dla jakich wartosci parametru m rozwigzaniem ukfadu réwnai:
x+3y—4=0
{x —-6y+m=20
jest para liczb rzeczywistych, z ktorych jedna jestangensem, a druga cotangensem
tego samego #ta ostrego?
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1)

9. Wielomian z parametrem

Wielomian W(x) = ax® + bx? + cx + d, a # 0 ma pierwiastki: 1, 2, i 3. Wyznacz
w(0)

w(-1)

2) Wyznacz taka wartos¢ parametru m, aby liczba 3 byta pierwiastkiem wielonianu

3)
4)
5)

6)

W)= 2x3—-5x2+mx+9

Dla jakich wartosci parametru k, wielomian W(x) = x3 + 4% . x? — 11x — 12 jest
podzielny przezx + 17?

Dla jakich wartoéci a i b wielomian W(x) = 3x3 + ax? + bx — 4 jest podzielny
przezx? —1?

Dla jakich wartosci parametru k, reszta z dzielenia wielomianu

W(x) = x3 + 2x* + k*x — 8 przez dwumianx + 1 wynosi-11?

Rozwigz réwnanie cos2x + sinx = p? + 4q + 3, jezeli wiadomo, ze y* — 1 jest
podzielnikiem wielomianuy?® + py?* + qy + 1.
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1)

2)
3)
4)

10. Whasnosci ciagow liczbowych
Wyznacz dwunasty wyraz cagu a, , jezeli suma jego n pocgtkowych wyrazéw
wyraza si wzoremsS, = (—1)" - n?.
s . . 1-3n . .
Wykaz, ze ciag a,, = —— jest ograniczony.

Zbadaj monotonicznaié ciagu a,, = N
Wyznacz te wartagci parametru k, dla ktérych ciag a,, = (—1)™ + kn jest rosmcy.



