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MOCNE I SLABE STRONY WYKSZTALCENIA MATEMATYCZNEGO
MATURZYSTOW

Egzamin maturalny z matematyki ma znowu szans¢ sta¢ si¢ egzaminem obowigzkowym
dla polskich maturzystow. W 2002 roku dwczesna minister edukacji zniosta obowiazek zdawania
matematyki na ,,nowej” maturze, mimo iz rektorzy uczelni technicznych od lat zwracali uwage
na ucieczke¢ studentow od wymagajacych wysitku umystowego przedmiotéw $cistych. Podobnie
raporty OECD réwniez pokazywaly, ze polscy uczniowie czuli si¢ bezradni wobec najprostszych
probleméw matematycznych. Ten stan rzeczy potwierdzity takze wyniki kolejnych egzamindéw
maturalnych z matematyki. Zdajacy zazwyczaj potrafili zastosowa¢ dobrze znane algorytmy
w typowym kontekscie, ale mieli klopoty z tym, co nazywamy mysleniem twoérczym, z analizg
problemow i interpretacja otrzymanych wynikéw. Wigkszo$¢ maturzystow nie potrafita samodzielnie
zaplanowaé strategii rozwiazania bardziej zlozonych matematycznie probleméw. Nie umiata
formutowaé witasnych hipotez i ich uzasadnia¢. Obecnie matematyka postrzegana jest przez wigkszos¢
uczniéow jako przedmiot trudny, oderwany od rzeczywistosci, pelny nieprzydatnych w zyciu
codziennym definicji i twierdzen. A przeciez nowoczesno$¢ w nauczaniu matematyki polega migdzy
innymi na tzw. upraktycznieniu rozwigzywanych probleméw. Matematyka uczy logicznego myslenia
i dyscypliny umystowej, ale réwniez przygotowuje do samodzielnego rozwiazywania problemow,
pozyskiwania wiedzy i1 sprawnego podejmowania decyzji. Obok zadan typu oblicz, wyznacz, rozwiqz
na egzaminie maturalnym, ale i w praktyce szkolnej, pojawiaja si¢ réwniez polecenia sprawdsz,
porownaj, przedstaw, zaznacz, wybierz, uzasadnij. Formutlujemy zadania, w tym zadania praktyczne,
ktore ucza modelowania matematycznego, tworzenia strategii rozwigzania problemu, argumentowania
i interpretowania otrzymanych wynikow, pojawiaja si¢ zadania budowane w oparciu o zbieranie
i analizowanie informacji.

W maju 2009 roku do matury z matematyki przystapito 76900 osob i jak pokazuja statystyki
z lat 2005-2009 popularno$¢ matematyki na egzaminie maturalnym corocznie maleje.

Tegoroczne zadania egzaminacyjne badaty znajomos$¢ i rozumienie podstawowych pojec
matematycznych, definicji i twierdzen oraz umiejgtnos¢ postugiwania si¢ tg wiedza w praktyce.
Sprawdzaty takze umieje¢tno$¢ analizowania i interpretowania problemdéw matematycznych oraz
formutowania opisu matematycznego danej sytuacji, a takze argumentowania i prowadzenia
rozumowania matematycznego. Zadania w arkuszach z obu pozioméw badaty umiejetnosci opisane
we wszystkich trzech obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych. W arkuszu z poziomu
podstawowego zdajacy moglt uzyska¢ 36 punktow za umiejgtnosci opisane w Il standardzie
(korzystanie z informacji) oraz po 7 punktéw za umiejetnosci opisane w I i III standardzie
(odpowiednio — wiadomosci i rozumienie oraz tworzenie informacji). Za rozwiazania zadan w arkuszu
z poziomu rozszerzonego zdajacy mogt uzyskaé 25 punktéw za umiejg¢tnosci opisane w 11 standardzie
wymagan egzaminacyjnych, 19 punktéw za umiej¢tnosci opisane w III 1 6 punktow za umiejgtnosci
opisane w | standardzie. Wiadomos$ci iumiejgtnosci zostaly zbadane na treSciach wszystkich
dziewigciu dziatdéw podstawy programowej z matematyki dla zakresu podstawowego i dziesigciu
dziatéw podstawy programowej dla zakresu rozszerzonego.

Odpowiedzi zdajacych wskazuja na zréznicowany poziom opanowania wiadomosci
i umiejgtnosci matematycznych, ktore powinien posiada¢ uczen konczacy szkole pogimnazjalna.
Zdajacy osiagneli wysokie wyniki, rozwiazujac zadania sprawdzajace podstawowe wiadomosci
1 typowe umiejgtnosci, czesto ksztalcone juz w gimnazjum. Naleza do nich: wyznaczanie wartosci
funkcji dla danych argumentéw i jej miejsca zerowego, rysowanie wykresu funkcji liniowej
i odczytywanie wlasnosci funkcji z wykresu (zadanie 1 pp). Potwierdzaja to takze wyniki z poziomu
rozszerzonego. Zdajacy potrafili wykorzysta¢ pojecia argumentu i wartosci funkcji i zinterpretowac
otrzymane wyniki, aby uzasadni¢ przynaleznos¢ punktu do wykresu funkcji (zadanie 1 pr). Nieco
trudniejsza umiejetnoscia w tym zadaniu okazalo si¢ narysowanie w uktadzie wspotrzednych zbioru
opisanego uktadem warunkow. Maturzysci umieli takze wykorzysta¢ definicje funkcji wyktadnicze;j

, a nastepnie na podstawie tego wykresu podac

i narysowac¢ wykres funkcji typu g(x) = |f(x) -2

liczb¢ rozwigzan rownania z parametrem (zadanie 3 pr).
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Duza grupa zdajacych dobrze poradzilta sobie z podaniem opisu matematycznego (w postaci uktadu
réwnan) typowej sytuacji praktycznej i rozwiazywaniem uktadu réwnan liniowych (zadanie 2 pp).
Alejuz w zadaniu z poziomu rozszerzonego analiza danych informacji 1podanie opisu
matematycznego (w postaci funkcji) bylo najtrudniejsza czynnoscia w calym arkuszu
egzaminacyjnym. Zdajacy mieli problem z formulowaniem wnioskdw wynikajacych z postaci
badanego wyrazenia i z postugiwaniem si¢ wlasnosciami funkcji kwadratowej w nietypowej sytuacji
praktycznej (zadanie 4 pr).

Wigkszo$¢ maturzystow poprawnie zastosowata wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i umiata
sprawdzi¢ z definicji, czy dany ciag jest geometryczny (zadanie 7 pp). Podobnie w zadaniu z poziomu
rozszerzonego (zadanie 7 pr) zdajacy nie mieli trudnosci z wykorzystaniem wlasnosci ciagu
geometrycznego do zapisania rownania z jedng niewiadoma x. Jednak juz oszacowanie ilorazu sumy
19-tu przez sume 20-tu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego stanowito barierg¢ nie do
pokonania dla wigkszos$ci zdajacych.

Zdajacy dobrze radzili sobie z zadaniami wykorzystujacymi umiej¢tnos¢ wykonywania dzialan na
potegach o wyktadnikach rzeczywistych (zadanie 4 pp). Mimo iz zadania typu ,,wykaz” z reguly
budza obawy zdajacych, to wigkszos¢ maturzystdw z poziomu rozszerzonego nie miata problemow
z przeprowadzeniem rozumowania opartego na wiasnosciach poteg (zadanie 5 pr).

Tegoroczni maturzysci poprawnie rozwiazywali zadania dotyczace typowych probleméw
geometrycznych o matym stopniu ztozonosci. Zdajacy wykazali si¢ znajomos$cia i rozumieniem
podstawowych pojeé, twierdzen 1 definicji z zakresu stereometrii i geometrii analitycznej
(zadania 9 pp i pri 11 pp i pr). Nieco wiecej problemow przysporzyto zdajacym rozwigzanie zadania
wymagajacego zauwazenia zaleznosci wynikajacych z podobienstwa trojkatow (zadanie 8 pp).
Problem, z ktéorym mieli upora¢ si¢ maturzysci w tym zadaniu byt typowy, algorytmiczny, ale kolejny
raz okazalo sie, ze rozwiazywanie zadan z geometrii ptaskiej jest dla maturzystow trudne, niezaleznie
od stopnia zlozono$ci rozumowania, ktére powinni przeprowadzi¢. Podobnie w poziomie
rozszerzonym zdajacy mieli problemy zrozwiazywaniem zadania wymagajacego dostrzezenia
zwigzkdéw miarowych w figurach ptaskich (zadanie 8 pr). W tym zadaniu maturzysci mieli trudnosci
z przeprowadzeniem nieskomplikowanego dowodu, wykorzystujacego zwiazek pomigdzy dlugoscia
przekatnej kwadratu a dtugoscia jego boku oraz zwiazek migdzy odlegtosciami $rodkow okregow
stycznych zewnetrznie.

Jak co roku stabg strong zdajacych okazaty si¢ przeksztatcenia algebraiczne i obliczenia arytmetyczne.
Niestety, popetniane w tym zakresie btedy czgsto utrudniaty rozwiazanie zadania. Innym problemem,
zaréwno tej jak i poprzednich matur, byta forma udzielanych odpowiedzi, zwlaszcza przez zdajacych
na poziomie podstawowym. Cieszyly rozwigzania przemyslane, pokazujace w sposob jasny i czytelny
petne zrozumienie problemu. Wielu zdajacych przedstawiato jednak rozwigzania niepelne, nie
udzielalo odpowiedzi zgodnej z poleceniem lub nie weryfikowato jej poprawnosci. Analizujac prace
maturzystOw mozna zauwazy¢, ze poziom merytoryczny odpowiedzi byl zréznicowany, a jezyk
matematyczny, jakim postugiwali si¢ piszacy, byl niejednokrotnie nieporadny, a czasami prowadzit
do sprzecznosci z wykonanymi wezesniej przeksztatceniami.

Réwniez w tym roku, maturalne arkusze egzaminacyjne z matematyki zawieraly wytacznie
zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi, a wigc takie, ktore wymagaty od zdajacych wytworzenia
calego rozwigzania, czg¢sto zaplanowania ciggu powiazanych ze sobg logicznie czynnosci, nastgpnie
zrealizowania ich, a wreszcie poddania krytycznej ocenie uzyskanych rezultatdéw. Wiasnie taka
konstrukcja zadan z matematyki daje zdajacym duze pole do popisu. Analizujac rozwiazania
zdajacych daje si¢ zawsze wyloni¢ statystycznie najczesciej spotykane sposoby rozwigzan, niemniej
jednak prawie zawsze daje si¢ tez dostrzec rozwiazania nieszablonowe, w ktorych wida¢ oryginalny
pomyst na rozwiazanie zadania. Warto w tym miejscu pokaza¢ autentyczne rozwiazania zdajacych,
zardbwno te typowe, najczesciej spotykane, jak 1 te wyjatkowe, spotykane znacznie rzadziej.
Przytoczymy rozwigzania wybranych zadan z obydwu poziomow.

W zadaniu 2 z poziomu podstawowego wiekszos¢ poprawnych rozwigzan polegata
na zapisaniu uktadu réwnan wynikajacych z tresci zadania, przy czym o ile pierwsza informacje
podang w tresci zadania: ,,Dwaj rzemieSlnicy przyjeli zlecenie wykonania wspdlnie 980 detali.

Zaplanowali, ze kazdego dnia pierwszy z nich wykona m, a drugi n detali. Obliczyli, ze razem
wykonaja zlecenie w ciggu 7 dni”, zdajacy najczgsciej bezblednie zapisywali w postaci rownania:
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7(m + n) =980 lub (po przeliczeniu na jeden dzien) m +n =140, to o tyle z zapisaniem w postaci

rownania drugiej informacji: ,,Po pierwszym dniu pracy pierwszy z rzemieslnikow rozchorowat sie
iwtedy drugi, aby wykona¢ cale zlecenie, musial pracowa¢ o 8 dni dluzej niz planowal,

(nie zmieniajac liczby wykonywanych codziennie detali)”, zdajacy nie radzili sobie juz tak tatwo.
Najczesciej pojawiato sie tu poprawne rownanie m+152=980 lub znacznie rzadziej 6m =8n.
W tym miejscu pozostawata zdajacym juz tylko kwestia techniczna — rozwiagzanie prostego uktadu
réwnan liniowych. Poprawny wynik to m =80 i n=60. Wsrdd rozwiazan tego zadania znalezé

mozna rowniez rozwigzania sposobem arytmetycznym, niewymagajace ukladania irozwigzywania
uktadu rownan, abazujace jedynie na wykonywaniu odpowiednich operacji arytmetycznych.
Przyktadem takiego rozwigzania jest:
980:7=140 — liczb¢ detali, jaka codziennie wykonaliby obaj robotnicy pracujacy razem,
980-140=840 - taka liczba detali zostalta do wykonania po pierwszym dniu pracy, a wigc do
wykonania przez drugiego robotnika, gdyz pierwszy pracowat tylko w pierwszym dniu, 840:14 =60
— tyle detali wykonywat dziennie drugi robotnik, gdyz sam pracowal przez 14 dni, a musiat wykonac
840 detali,
140 —-60 =80 — tyle detali wykonatl dziennie pierwszy robotnik.
Odpowiedz: m=801 n=060.

To krotkie rozwigzanie sprowadza si¢ do wykonania czterech dziatan na liczbach naturalnych.
Samo ich wykonanie, w takiej wlasnie kolejnosci pokazuje, ze rozwiazujacy zadanie bardzo doktadne
zrozumiatl tres¢ zadania, potrafit rozwiaza¢ problem uzywajac do tego aparatu matematycznego
na poziomie ucznia szkoly podstawowej. Sposrod zdajacych, ktorzy w ten sposéb rozwiazywali to
zadanie znaczna wigkszo$¢ nie zamieszczala wyjasnien wykonywanych przez siebie operacji
(w przeciwienstwie do zdajacego, ktorego rozwigzanie zostato przytoczone powyzej) przyjmujac
stusznie, ze sq one oczywiste.

Ciekawych spostrzezen dostarcza obserwacja sposobow rozwiagzania podpunktu a) zadania 6
z poziomu podstawowego. Mozna je podzieli¢c na dwa typy. W pierwszym rozwiazujacy stosowali
definicje sinusa i tangensa kata ostrego w trojkacie prostokatnym, po czym otrzymywali mniej lub
bardziej skomplikowane nierdwnosci migdzy dtugosciami bokow trdjkata prostokatnego, w drugim
wykorzystywali zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi, sprowadzajac nierownos¢ do
oczywistej nierdwnosci z funkcjg (badz funkcjami) trygonometryczna. Oto rozwigzanie z pierwszej
grupy.

sina —tga <0
sina <tga
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c b
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b c b
b<c

Nierowno$¢ b < ¢ jest prawdziwa, gdyz przyprostokatna jest zawsze krotsza od przeciwprostokatne;.
W przedstawionym rozwiazaniu zwraca uwagg zwigztos¢ rozwiazania oraz konsekwentny wybor
najkrétszej drogi zmierzajacej do celu. Rozwigzujacy przeksztalca w sposdb rownowazny nier6wnos¢,
ktérej prawdziwos¢ nalezy uzasadnic, otrzymujac w sposdb oczywisty poprawng nierownos$¢ miedzy
dlugosciami przyprostokatnej i przeciwprostokatnej. Sporzadzenie rysunku trojkata, jakkolwiek
niekonieczne, upraszcza zapis rozwigzania.
Teraz rozwiazanie z grupy drugiej:

. . sin
sinag —tga <0< sina —
cosa

<0, gdyz sina >0

cosa

<0eosina-| 1-
cosa

j<0<:>1—

dla 0° <« <90°. Nastepnie dostaj¢ 1<

< cosa<1l,bo cosa>0 dla 0°<a <90°.
Cosx

Otrzymalem nieréwnos$¢ cosa <1, ktora jest prawdziwa dla kazdego kata ostrego « .
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W tym rozwiazaniu zdajacy posluguje si¢ symbolem rownowazno$ci, precyzyjnie uzasadniajac
rownowaznos¢ kolejno otrzymywanych nierdwnosci. W poprzednim rozwiazaniu mozna byto mied
pewne watpliwosci, czy zdajacy na pewno ma swiadomos¢, ze wykonywane przez niego przejscia sg
rownowazne. Tu takich watpliwosci nie mamy.

Oryginalne, cho¢ niestety bardzo rzadkie, jest przedstawione ponizej rozwigzanie podpunktu c)
zadania 7 z poziomu podstawowego. Zdajacy mieli, po uprzednim obliczeniu pierwszego wyrazu
i réznicy ciggu arytmetycznego, wyznaczy¢ taka liczbe poczatkowych wyrazow ciagu, aby ich suma
miala warto$¢ najmniejsza. Standardowy (najczesciej wystepujacy) sposob rozwigzania sprowadzat si¢
do wyznaczenia najmniejszej wartosci funkcji sumy S, =n" —12n okreslonej dla liczb catkowitych

n>1. Jednak w tym sposobie rozwigzania nalezy t¢ funkcj¢ najpierw wyznaczy¢, a nastgpnie
wyznaczy¢ szukang warto$¢ n. Ponizej przedstawiony sposob rozwigzania pokazuje, ze nie jest to
w ogdle konieczne.

a,=-11<0 1 r=2>0 - ciag rosnacy, wigc od pewnego momentu wyrazy beda dodatnie. Kolejne
wyrazy tego ciagu to: a, =-9, a,=-7, a,=-5, a;=-3, a;,=-1, a, =1 (dalej sa juz tylko wyrazy
dodatnie). Najmniejsza suma jest wtedy, gdy dodamy wszystkie wyrazy ujemne, czyli szukana liczba
to n=6.

W pozostatych zadaniach z poziomu podstawowego wystgpowaly rozwigzania standardowe,
co nie znaczy, ze nie warte uwagi. Wydaje si¢ jednak, ze warto$ciowsze jest zaprezentowanie
rozwiazan niesztampowych, pokazujacych rézne sposoby myslenia prowadzace do osiagnigcia celu.
Zdecydowanie wiecej takich przykltadow mozna znalezé wsrod rozwiazan zadan z poziomu
r0ZSZerzonego.

Najwigcej emocji wsrdd zdajacych poziom rozszerzony wzbudzito w tym roku zadanie 4.
Mozna znalez¢ zarowno prace bardzo dobre, w ktdrych zadanie to nie zostalo rozwigzane badz zostato
rozwiazane blednie, jak tez i prace stabe, gdzie w zasadzie rozwiazane bylo tylko to zadanie. Z jedne;j
strony okazalo si¢ najtrudniejszym zadaniem tegorocznego egzaminu maturalnego z matematyki, z
drugiej bylo jednym z najrzadziej pomijanych zadan. Sposoby rozwiazania tego zadania mozna
podzieli¢ na dwie grupy. Do pierwszej nalezy zaliczy¢ te rozwiazania, w ktérych zdajacy rozwazali
dwa ciagi: ciag liczb monet, jakie skarbnik wktadat do skarbca przez kolejne dni, stwierdzali, ze jest to
ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie 25 irdznicy 2, oraz ciag liczb monet, jakie krol wyjmowat
przez kolejne dni ze skarbca. Zdajacy zapisywali, ze jest to ciag staly. Ewentualnie rozpatrywali od
razu ciag réznic liczb monet wktadanych do skarbca i wyjmowanych ze skarbca. Na tej podstawie,
wykorzystujac wzor na sume poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego, ustalali wzdr okreslajacy
liczbg monet w skarbcu w n-tym dniu. Do tego momentu zdajacy budowali model matematyczny
opisujacy tres¢ zadania. Potem nalezato juz tylko wyznaczy¢ dzien, w ktérym byto najmniej monet w
skarbcu i najmniejszg liczbe £, dla ktorej w kazdym momencie w skarbcu znajdowata si¢ co najmniej
jedna moneta. Mozna to wykonac¢ czyniac odpowiednie zatozenia dotyczace uzyskanej funkcji, badz
wykorzystujac stosowne wzory lub odpowiednia posta¢ wzoru funkcji kwadratowej. Druga grupa
rozwigzan to rozwiazania ,,na piechote”, w ktorych zdajacy systematycznie obliczali liczby monet
w skarbcu w kolejnych dniach, zauwazajac moment, w ktorym w skarbcu byta tylko jedna moneta,
apotem bylo ich juz tylko wigcej. Tego typu rozwiazan bylo najwigcej. W obu tych sposobach
rozwigzan mozemy wyrozni¢ dwa typy rozwiazania: pierwszy — ze wzgledu na sposoéb wyznaczania
najmniejszej wartosci funkcji, drugiej — ze wzgledu na sposob ustalenia dnia, w ktéorym byto
w skarbcu najmniej monet. Mozna tez znalez¢ rozwigzania, ktore wtasciwie nie naleza do Zadnej
z tych dwoéch grup. Sa to rozumowania analogiczne do zaprezentowanego wczesniej przyktadu
rozwiazania podpunktu c) zadania 7. z poziomu podstawowego.

Przytoczmy teraz kilka przyktadow rozwigzan omoéwionych grup.

Rozwigzanie 1. g, =25 1 r=2, wigc liczby monet wktadanych do skarbca przez skarbnika przez

kolejne dni tworza ciag arytmetyczny a, =25+ (n - 1) -2=2n+23. Ze wzoru na sume¢

25+2n+23

2
wlozyt do skarbca przez n dni. n-50- tyle monet wziat krdl. Razem w skarbcu bylo
25+2n+23

n-poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego obliczam S, = n — tyle monet skarbnik

n—50n+k monet.
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_25+2n+23

f(n)

Funkcja osiaga najmniejsza wartos¢ dla n = ? =13, czyli w 13 dniu byto najmniej monet.

n—50n+k=(n+24)n-50n+k=n>-26n+k

F(13)=13"-26-13+k=169-338+k =k —169

k—1692>1 czyli k=170

Odpowiedz. 13 dnia byto w skarbcu najmniej monet, £ =170.

Nieznacznie rézniace si¢, w ostatniej fazie rozwigzania, od zaprezentowanego, choc czgsciej
spotykane, jest takie rozwiazanie (poczatkowa czg$¢ pomijamy, gdyz nie rdzni si¢ w sposob istotny od
poprzedniego):

Rozwiazanie 2. .... f(n)=n"-26n+k

Zeby zawsze byta w skarbcu co najmniej jedna moneta, to musi by¢ spetniony warunek
A<O0

(-26)" —4k <0
4k > 676

26
k>169= k=170 n,=——-=13

Odpowiedz. Najmniejsza liczba k to 170. Wtedy najmniej monet bedzie 13-tego dnia.

Jak wida¢ tym razem zdajacy najpierw wyznaczyt najmniejsza warto$¢ k, a dopiero potem dzien,
w ktorym w skarbcu bylo najmniej monet. Wykonat wigc polecenia zadania doktadnie w takiej
kolejnosci, jak w tresci zadania. Nalezy tu jednak zauwazy¢, ze gdyby zdajacy nie obliczyt numeru
dnia, w ktérym byla najmniejsza liczba monet, a poprzestal jedynie na wyznaczeniu k=170,
to rozumowania zdajacego nie mozna byloby uznaé za w petni poprawne, gdyz warunek A <0, przy
braku informacji o tym, czy pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli o réwnaniu y = x> —26x jest
liczba naturalna, nie jest poprawny.

W kolejnym rozwiazaniu z pierwszej grupy tez zacytujemy jedynie ostatni fragment rozwigzania,
istotnie rozny od zaprezentowanych.

Rozwigzanie 3. ... f(n)zn2 —26n+k=n’ —26n+169+k—169=(n—13)2 +k—169.

T T
Dla n=13 liczba monet bgdzie najmniejsza i zeby byta cho¢ jedna, to £ —169 >1, czyli najmniejsza k
wynosi 170.
W przytoczonym rozwiazaniu zdajacy wrecz wzorowo wykorzystal posta¢ kanoniczng funkcji
kwadratowej, z ktorej wywnioskowal od razu obie szukane liczby. Niestety rozwigzan tego typu jest
bardzo niewiele, a szkoda, gdyz nie jest tu zdajacemu potrzebny ani wzor na wyroznik trojmianu
kwadratowego, ani tez na pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli. Przez to rozwiazanie staje si¢
bardzo krotkie i precyzyjne.
Kolejny przyktad rozwiazania rozni si¢ od poprzednich fazg poczatkowa tj. sposobem dochodzenia do
wzoru funkcji liczby monet w skarbcu w n-tym dniu. Przedstawimy jedynie ten fragment rozwiazania.

Rozwiazanie 4.
25-50=-25, 27-50=-23, 29-50=-21, ... Jest to ciag arytmetyczny, w ktérym a, =-25
1r=2.
2.(=2 -1)-2
S = ( 5);(” ) -nz(n—1—25)-n=(n—26)n
f(n)z(n—26)n+k

Zdajacy od razu ,,powiazal” ze soba oba ciagi liczb monet, tworzac w ten sposob ciag ,reszt”. W tym
miejscu nalezy zwrdci¢ szczegdlng uwage, ze wielu zdajacych, ktorzy rozwiazywali zadanie w ten
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sposob, nie potrafilo sobie poradzi¢ ze zmienna k, ,,wstawiajac” ja blednie do ciagu reszt, w efekcie
rozpatrujac ciag o pierwszym wyrazie a, =k —25 iréznicy r=2.

Kolejne rozwiazania naleza do drugiej z grup.
Rozwigzanie 5.

dzief skarbnik krol skarbiec
1 25 50 k+25-50=k—-25 i =20
2 27 50 k—25+27-50=k—-48 k.., =49
3 29 50 k—48+29-50=k-69 k., =70
4 31 50 k—69+31-50=k—88 k.. =89
5 33 50 k—88+33-50=k—-105 k.. =106
6 35 50 k—105+35-50=k—-120 k., =121
7 37 50 k—120+37-50=k—-133 k.. =134
8 39 50 k—133+39-50=Fk—-144 k.. =145
9 41 50 k—-144+41-50=k —153 k... =154
10 43 50 k—153+43-50=k—-160 k. =161
11 45 50 k—161+45-50=k—165 k.. =166
12 47 50 k—165+47-50=k—-168 k.. =169
13 49 50 k—168+49-50=k—-169 k.. =170
14 51 50 k—=169+51-50=k—-168 k... =169

Dalej juz bedzie dobrze, bo wigcej bedzie monet doktadanych niz zabieranych. Najmniej k& musi
wynosi¢ 170. W 13 dniu bedzie najmniej monet.

Zdajacy analizowal ,,sytuacj¢” w skarbcu przez kolejnych 14 dni, a w zasadzie dtuzej (o czym
swiadczy zapis pod tabelg), zauwazyl, ze newralgiczny dzien to 13. Dla kazdego dnia z osobna
wyznaczyl najmniejsza liczbg k. Okreslil, cho¢ tego nie zapisal, rekurencyjny wzor na liczb¢ monet
w skarbcu w n-tym dniu. Mozna oczywiscie takiemu rozwiazaniu zarzucac, ze nie jest egzemplifikacja
metody. Jest to jednak chyba zbyt powazny zarzut. Wszak to problem postawiony w zadaniu powinien
by¢ zrodtem doboru sposobu jego rozwigzania, a nie odwrotnie. W tym zadaniu zdajacy skutecznie
poradzit sobie z problemem.

Oto ostatnie z rozwiazan tego zadania, jakie zaprezentujemy.

Rozwiazanie 6.

Na poczatku skarbnik wklada mniej monet, niz krél wyjmuje, ale skarbnik dorzuca kazdego dnia
0 2 monety wigcej, niz poprzedniego, wigc wystarczy znalez¢ pierwszy dzien, kiedy skarbnik wtozy
tyle monet, ile wyjmie krol albo wigce;.

a, =25, r=2,wigc a, =25+(n—1)-2=2n+23

2n+23>50

2n2>27

n>13,5

Z tego wynika, ze najgorsza sytuacja w skarbcu byta 13 tego dnia, a od 14 tego dalej bylo juz tylko
lepie;j.
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25+49

25+27+...(2-13+23)—13‘50= 13-650=481-650=-169

Zeby nie zabrakto monet (nawet w 13 dniu), to k =170.

Ten sposob rozwiazania jest bardzo oryginalny. Pokazuje, Zze zdajacy doktadnie rozumie cala sytuacje
opisana w zadaniu jako proces dynamiczny, potrafi bezbl¢dnie wyznaczy¢ dzien ,,najgorszy” (jak sam
go nazywa). Potem rozwiazanie sprowadza si¢ juz tylko do obliczenia sumy 13 kolejnych wyrazéw
ciagu arytmetycznego. Zdajacy wykorzystal tu wzdr na sumg n-poczatkowych wyrazow takiego ciagu,
jednak rownie dobrze mogtby po prostu zsumowac te liczy postugujac si¢ kalkulatorem. Tak jak juz to
wcezesniej zasygnalizowaliSmy rozwigzania takie byly bardzo rzadkie, a szkoda, gdyz w ten sposéb
mozna rozwiaza¢ najtrudniejsze zadanie egzaminu maturalnego z matematyki w tym roku,
wykorzystujac jedynie wzoér na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego i rozwiazujac prosta nierownosé
liniowa.

W kazdym z poprawnych rozwigzan zadania 5 z poziomu rozszerzonego zdajacy musieli
zastosowa¢ wilasnosci poteg o wykladnikach rzeczywistych. Po raz pierwszy na egzaminie
maturalnym z matematyki zdarzylo si¢, ze zadanie z poleceniem ,,wykaz” jest zadaniem tatwym.
Wydaje sig, ze nauczyciele umiejgtnie ,,oswajaja” uczniow z zadaniami na dowodzenie, a zdajacy nie
opuszczaja pochopnie takich zadan tylko z tego powodu, Zze zawieraja one stowo ,,wykaz”, czy
»udowodnij”. Ponizej przytoczymy kilka typowych poprawnych rozwiazan.

Rozwiazanie 1.

Zatozenie: A=3"72"2 Bp=3>2%

Teza: B = 9\/2
Dowéd: 9\/2 :9-\/34ﬁ+2 =32. (32ﬁ+1 )2 _32.3221 _3225 _p

Zdajacy wyraznie zapisal zalozenie, teze 1 przeprowadzit dowdd wychodzac od lewej strony
udowadnianej rownosci 1 dochodzac do jej strony prawej. Zwykle zdajacy ograniczali si¢ jedynie do
dowodu.

o))
Rozwiazanic 2. B=327% =322 _yvin 32 g0 o [ g g 1y

Zdajacy przeprowadzit dowod, przechodzac od lewej do prawej strony réwnosci, wykonujac
W gruncie rzeczy te same operacje co w rozwiazaniu 1.

Rozwiazanie 3.
B=9J4 I

B* =814
(32\/§+3 )2 — 81 . 34\/§+2

34ﬁ+6 _ 34 ‘34\5+2
34ﬁ+6 _ 34ﬁ+6

W tym rozwiazaniu zdajacy przeksztalcal rownowaznie dowodzong nieréwnos¢, dochodzac
w rezultacie do tozsamosci. Inne z rozwiazan w mniejszym lub wigkszym stopniu sprowadzaty si¢
do zaprezentowanych. Zadanie to skutecznie réznicowalo osoby, ktére miaty elementarne braki
w umiej¢tnosciach wykonywania dziatan na potegach od tych, ktorzy te proste umiejetnosci
opanowali.

Rozwiaza¢ zadanie 6 z poziomu rozszerzonego mogli jedynie ci zdajacy, ktorzy potrafili
poprawnie zapisa¢ warunki wynikajace z definicji logarytmu. Dla tegorocznych maturzystow i tych
z lat ubieglych logarytmy w calosci znajduja si¢ na poziomie rozszerzonym, ale juz od roku
przysztego pojecie logarytmu (jako liczby) i wihasnosci logarytméw (poza wzorem na zamiang
podstawy logarytmu) znajda si¢ w podstawie programowej na poziomie podstawowym. Poprawne
rozwigzania zdajacych réznity si¢ w zasadzie tylko w sposobie ustalania tych argumentéw funkcji f,
dla ktérych spelnione sg warunki 2cosx#1 i 2cosx>0. Jedna grupa zdajacych rozwigzywata
te nierownosci w sposob ogolny (w calym zbiorze liczb rzeczywistych), a nastepnie wyznaczata czgs$é
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wspolna zbioréw rozwiazaf tych nierdwnosci i nieréwnosci kwadratowej 9—x* >0. Druga grupa
od razu uwzgledniata przedziat (—3,3) tj. zbior rozwigzan nieréwnosci kwadratowej, ograniczajac

w ten sposob odczytywanie argumentdw funkcji f, dla ktérych spelnione sa warunki 2cosx #1

1 2cosx >0 do przedziatu (—%,% j

Przyktadem takiego rozwigzania jest:

Rozwiazanie 1. Z definicji logarytmu wynika:
9-x*>01i2cosx#1i2cosx>0

1 y
. 1. T
(3—x)(3+x)>01i cosx#— i cosx>0 iy
2 > ) S
. T . . r. T Q =0 — Q>
xe(—3,3)1x¢——1x¢—1xe -, -3 z_z 0 z 3X
3 3 2°2 213
Dziedzina funkcji jest wiec zbior 1

v VA T V/a
D,=|——, - = |Y| == |Y| == |-
(55 (53)53)

Rozwigzania zadania 7 — poziom rozszerzony — do momentu obliczenia ilorazu ciagu przybiegaly
wiasciwie tak samo, przy czym zdajacy albo wykorzystywali wtasno$¢ ciagu geometrycznego i od
razu zapisywali réwnanie z niewiadoma x, albo tez wykorzystywali definicje badz wzor ogdlny ciagu,
wprowadzali oznaczenie ¢ ilorazu ciagu i zapisywali uktad rownan, ktory tez sprowadzali do rownania

St

z jedng niewiadoma. Cze$¢ druga zadania polegajaca na uzasadnieniu nieréwnosci <—

4
20
wykonywana byla znacznie rzadziej, niemniej jednak wystapity rézne, zastugujace na pokazanie,
sposoby uzasadnienia. Zacytujemy jedynie te fragmenty rozwigzan, ktére dotycza czegSci drugiej
rozwigzania.

Rozwiazanie 1.

L1-4Y 19
S 14 4 <l, %J, 4(47 1) <4 -1, 4" —4<4" -1, ~4<-1, co jest prawda.
Sy 4 a-F- 4 47-1 4
W tym sposobie zdajacy przeksztatcat dowodzona nierownos¢ dochodzac do nierdwnosci prawdziwej
W Sposdb oczywisty.

2

Rozwigzanie 2.
Sy 20 1-47 471 4°-1 4"

1
= = < = =—,
Sy 25 1-47 401 40 -4 440 -1) 4

19

Tu zdajacy w tadny sposéb oszacowat dodatni utamek VEE]

5 przez wiekszy od niego utamek

4"° _
420 _
umiejetno$¢ szacowania wartosci wyrazen liczbowych nie jest powszechna wsrdd polskich
maturzystow, a warto dodac, ze jest to umiejetnos¢ czgsto wykorzystywana w innych dziedzinach
wiedzy takich jak fizyka, chemia, biologia czy geografia.

Kolejnym zadaniem z poziomu rozszerzonego, ktorego przyktady rozwiazan warto przytoczy¢
jest zadanie 8. Jest to zadanie na dowodzenie, a jednoczesnie z geometrii syntetycznej. Zdajacy miat o
tyle utatwione zadanie, ze nie musiat mozolnie interpretowac tresci zadania, miat sporzadzony rysunek
obrazujacy calg sytuacj¢. Caty dowodd sprowadzatl si¢ do zapisania w formie odpowiedniej réwnosci
zaleznos$ci migdzy promieniami obu rozpatrywanych okregéw. Po poprawnym zapisaniu tej zaleznosci
nastgpowaty juz czynnosci czysto techniczne — rachunki prowadzace do obliczenia stosunku tych
promieni. Przedstawimy dwa rozwiazania ilustrujace nieco rézniace si¢ drogi dojscia do zaleznosci.

(zmniejszajac mianownik o 3). Sposob ten szczegolnie zastuguje na podkreslenie, gdyz
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Rozwiazanie 1.
Tréjkat ABC jest prostokatny i rownoramienny. Ze wzoru na
przekatna kwadratu otrzymuj¢

R+r=(R—r)\5
R+r=R\/§—r\/§
R R_»r 2+r=RJ2-R
R(N2=1)=r(V2+1) 1ir /(N2 +1)

y Jo AEE)-(Ea)
J §=3+2\/5

W przytoczonym rozwigzaniu zdajacy od razu zapisat zalezno$¢ migdzy promieniami okregow,
zauwazajac, ze trojkat ABC jest ,potéwka” kwadratu. Podstawa sukcesu tego rozwiazania jest
umiejetne ,,uzupeknienie” rysunku zamieszczonego w tresci zadania o odcinek taczacy wierzchotek
kata prostego z srodkiem B, odcinek prostopadty do ramienia kata taczacy punkt B z tym ramieniem
1 wreszcie o odcinek AC réwnolegly do tego ramienia.

Rozwiazanie 2.

sin45° = R
R+r+x
B r
sin45°=—
X
R V2 R
2 R+r+x
R
a2
17 2 x NG

45°r \E(R+r+%rj:2R

V2R +~2r+2r=2R
(\/§+2)r:(2—\/5)R

R J2+2 (\/5+2)(2+f) 2242444242 _ 4I+6

R_ =232+3

ro2-42 (2-42)(2+42) 4-2
Tu zdajacy zastosowal funkcj¢ sinus i zbudowal uklad rownan, ktory umiejetnie przeksztatcajac
doprowadzit go do uzyskania tezy zadania. Sposdb ten jest dtuzszy od poprzedniego, cho¢ rownie
skuteczny.

Wyniki egzaminu maturalnego i uwagi egzaminatorow, ktorzy sprawdzali prace
egzaminacyjne, kolejny raz pokazaly, ze zdajacy w wielu zadaniach wykazali si¢ umiejetnoscia
budowania modelu matematycznego dla opisanej sytuacji oraz umiej¢tnoscia poprawnego wyboru
algorytmu rozwiazania. Zdajacy poprawnie rozwiazywali problemy typowe, o matym stopniu
ztozonosci. W przypadku zadan nietypowych, wymagajacych rozwiazywania problemow
matematycznych, wigkszos¢ zdajacych miala trudnosci juz na etapie analizy zadania. Egzamin
pokazal, ze w pracy dydaktycznej z uczniami nalezy zwroci¢c uwage na ksztalcenie umiejgtnosci
analizy warunkow zadania i doboru optymalnych metod rozwiazywania problemow matematycznych.
Nalezy pracowa¢ nad tym, aby uczniowie dobrze rozumieli wprowadzane na zajeciach definicje
i twierdzenia oraz potrafili je interpretowaé (takze geometrycznie). Ulatwia to budowanie modelu
matematycznego, zwlaszcza w  przypadku zadan praktycznych 1 zadan =z rachunku
prawdopodobienstwa. Poziom merytoryczny odpowiedzi uczniow byt bardzo zréznicowany. Obok
rozwigzan, $wiadczacych o wiedzy i umiejetnosci samodzielnego myslenia zdarzaty si¢ odpowiedzi
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btedne i nielogiczne. W wielu pracach razit jezyk matematyczny, jakim postugiwali si¢ zdajacy.
Zwlaszcza na poziomie podstawowym byt on czgsto nieporadny, nieprecyzyjny, a stosowanie
niewtasciwych symboli matematycznych prowadzito do sprzecznosci w rozwigzaniu zadania. Wielu
zdajacych nie udzielalo odpowiedzi zgodnej z warunkami zadania, co wskazuje na to, ze nieuwaznie
czytali tre$¢ zadania i bezkrytycznie podchodzili do uzyskiwanych wynikow. Kolejny raz okazato sig,
ze powaznym mankamentem byla niedostateczna sprawnos¢ w przeksztatcaniu wyrazen. Czesto
zdajacy poprawnie analizowali warunki zadania, poprawnie zapisywali réwnania, ale bledy
w przeksztalceniach algebraicznych i btedy rachunkowe uniemozliwialy im rozwiazanie zadania lub
prowadzity do niepoprawnych odpowiedzi.

Analiza poszczegoélnych zadan wskazuje, Zze w pracy dydaktycznej z uczniami
przygotowujacymi si¢ do egzaminu maturalnego warto zwroci¢ uwage na ksztalcenie takich
podstawowych umiejetnosci jak:

— poprawna analiza zadania,

— czytelne zapisywanie toku myslenia,

— logiczne wnioskowanie,

— rozumienie poje¢ (a nie opieranie si¢ w rozwigzaniu na znanych algorytmach),

— tworzenie prostych modeli matematycznych do zadan praktycznych,

— sprawne postugiwanie si¢ Zestawem wybranych wzoréw matematycznych.
Wazne jest, aby maturzysci uwaznie czytali i analizowali tre$¢ zadan, a nastepnie udzielali zwigztej
i precyzyjnej odpowiedzi, zgodnej z przedstawionym poleceniem. Uczniowie przygotowujacy sie
do egzaminu maturalnego z matematyki powinni korzysta¢ migdzy innymi z materiatu
¢wiczeniowego, jakim sa arkusze egzaminacyjne umieszczone na stronach internetowych CKE i OKE,
a przede wszystkim z Informatora o egzaminie maturalnym z matematyki od 2010 roku.

Matematyka jest miarq wszystkiego — w zwiazku z obowiazkowym od roku 2010 egzaminem
maturalnym z matematyki, takze miara dojrzatosci do podje¢cia nauki na wyzszej uczelni. Dlatego
warto uswiadomi¢ maturzystom, ze znajomos$¢ matematyki na poziomie podstawowym to fundament
logicznego myslenia w kazdym aspekcie zycia. Konieczne jest polozenie nacisku w ksztalceniu
matematycznym nie tylko na sprawne operowanie algorytmami, ale i na rozwijanie umiejgtnosci
modelowania matematycznego, doboru strategii rozwiazania zadania i umiej¢tnos¢ argumentowania
i rozumowania. Wazne jest, aby nie tylko rzetelnie ,,przerobi¢” material nauczania, przec¢wiczy¢
okreslone zadania, ale i pokaza¢ uczniom rozne strategie uczenia sig, studiowania matematyki. Nalezy
wspiera¢ w nich naturalng ciekawos¢ i proby poszukiwania nietypowych rozwigzan, budowaé wiarg
we wiasne mozliwosci 1 umiejetnosci.
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MATEMATYKA
1. Opis arkuszy

1.1. Poziom podstawowy

Arkusz egzaminacyjny z matematyki dla poziomu podstawowego (czas trwania egzaminu
120 minut) zawierat 11 zadan otwartych. Zadania te badaty przede wszystkim znajomos$¢ i rozumienie
podstawowych poje¢ matematycznych, definicji i twierdzen oraz umiejgtno$¢é postugiwania si¢ ta
wiedza w praktyce. Sprawdzaly umiejetnos¢ analizowania i interpretowania problemow
matematycznych oraz formutowania opisu matematycznego danej sytuacji.

Tematyka zadan egzaminacyjnych w arkuszu dla poziomu podstawowego obejmowata
wigkszo$¢ tresci z podstawy programowej. Najliczniej byly reprezentowane zadania dotyczace funkcji
1 ich wilasnosci, ciggow, wielomianow, planimetrii i stereometrii z zastosowaniem trygonometrii.
W arkuszu umieszczono rowniez zadania z tzw. kontekstem praktycznym. Za rozwiazanie zadan
zdajacy mogt otrzymac 50 pkt.

1.2. Poziom rozszerzony

Arkusz dla poziomu rozszerzonego (czas trwania egzaminu 180 minut) réwniez zawierat
11 zadan otwartych. Sprawdzaly one wiadomosci i umiejetnosci okreslone w standardach wymagan
egzaminacyjnych dla poziomu rozszerzonego. Zadania egzaminacyjne badaly przede wszystkim
umiejetno$¢  poprawnego  interpretowania  tekstu matematycznego, analizowania  sytuacji
problemowych i podawania do nich opisu matematycznego oraz argumentowania i prowadzenia
matematycznego rozumowania.

Tematyka zadan egzaminacyjnych w arkuszu dla poziomu rozszerzonego obejmowata:
wlasnosci funkcji (liniowej, logarytmicznej, wyktadniczej, z wartoscig bezwzgledna), wielomiany,
ciagi liczbowe, planimetri¢ 1 stereometrie, zagadnienia geometrii analitycznej, rachunek
prawdopodobienstwa. Za rozwiazanie zadan zdajacy mogt otrzymacé 50 pkt.

Zdecydowana wigkszos¢, bo 83% sposrdd 76900 zdajacych, ktorzy przystapili do egzaminu
maturalnego z matematyki zdawata go jako przedmiot obowiazkowy.
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2. Wyniki maturzystow

2.1. Poziom podstawowy

a.0%

4.5%

4 0%

35%

3.0%

25%

2.0%

1.5%

1.0%

0.5% i
0.0% I T

Wykres 1. Rozktad wynikdéw egzaminu na poziomie podstawowym

Tabela 1. Wyniki maturzystow — parametry statystyczne

Li‘c zba Minimum Maksimum Mediana Srednia Odchylenie Odsete’-k
zdajacych standardowe sukcesow
42169 0 100 50 49 22,24 81

Parametry statystyczne wyliczono do wynikdéw wyrazonych w procentach.

Sredni wynik egzaminu na poziomie podstawowym wynosi 49% i jest o 4,2 punkty
procentowe nizszy niz w 2008 r. Wykres przedstawiajacy rozklad wynikéw na poziomie
podstawowym jest symetryczny. Wysoki jest udzial zdajacych, ktdrzy osiagneli wynik zblizony
do sredniej. Niewielki jest odsetek osob, ktore osiagnety niski lub wysoki wynik. W biezacym roku
odsetek zdajacych, ktorzy zaliczyli ten egzamin jest o 4,7 punkty procentowe nizszy niz w roku

ubieglym.
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Wykres 2. Procent zdanych egzaminow w réznych typach szkot
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Wykres 3. Srednie wyniki w réznych typach szkot

Arkusz dla poziomu podstawowego okazat si¢ trudny dla ogdétu zdajacych. Dla absolwentéw
licedw ogodlnoksztatcacych arkusz byt umiarkowanie trudny ($rednia uzyskanych wynikow 54%), dla
absolwentéw licedw profilowanych i technikéw — trudny, a dla absolwentéw liceéw uzupethiajacych
1 technikow uzupetniajacych — bardzo trudny.

Roéznice miedzy osiagnigciami absolwentow réznych typéw szkot sa znaczne. Sredni wynik
maturzysty z technikum uzupehiajacego jest o 27 punktéw procentowych nizszy niz $redni wynik
absolwenta technikum i az o 39 punkéw procentowych nizszy od wyniku absolwenta liceum
ogolnoksztatcacego.
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2.1.1. Poziom wykonania zadan

Tabela 2. Poziom wykonania zadan i moc rdznicujaca zadan

Nr Obszar Sprawdzana umieje¢tno$é Poznom. Moc
. ; . wykonania L. ..
zadania standardow Zdajacy . roznicujaca
zadania
wyznacza wartosci funkcji dla danych argumentow
Korzystanie | ijej miejsca zerowe
Of . . =
| z informacji | rysuje Wykres ful’l’k(.:_]l - ' 0,61 0,70
odczytuje whasnosci funkcji liniowej
Wiadomosci | wyznacza liczby catkowite nalezace do danego
i rozumienie | przedziatu liczbowego
Tworzenie podaje opis matematyczny sytuacji przedstawione;j
5 1nf0rmaCJ.1 w zadaniu w postaci uktadu rownan 0.62 0.47
Korzystanie L . L
. .. | rozwiazuje uktad rownan liniowych
z informacji
rozwiazuje nierownos¢ kwadratowa zapisana na
Korzystanie | podstawie tekstu zadania
3 . . — - = 0,53 0.71
z informacji | podaje zbidr warto$ci funkcji
przeksztatca wzor funkceji do innej postaci
Korzystanie | stosuje prawa dziatan na potggach o wyktadniku
4 z 1.nf0rma(,:p. naturalnym 0,42 0,61
Wiadomosci L S
. L rozwigzuje rownania liniowe
i rozumienie
Tworzenie | zapisuje warunki wynikajace z réwnosci
0f . {elomiand
5 informacji wielomianow : I 0.46 0.71
Korzystanie | rozwiazuje uktad rownan liniowych
z informacji | rozktada wielomian na czynniki
Korzystanie | stosuje definicje funkcji trygonometrycznych
z informacji | do rozwigzania problemu
Tworzenie uzasadnia nieréwnosci
6 informacji 0,29 0,62
Korzystanie stosuje zwiazki miqc}zy funkcjami
. .. trygonometrycznymi tego samego kata do
z informacji ST o
przeksztatcania tozsamosci trygonometrycznych
Korzystanie stosuje wzor na n-t raz ciggu arytmetycznego
z informacji J YWy agu arytmety £
sprawdza, z definicji, czy dany ciag jest
Wiadomosci | geometryczny
7 . e . — - 0,58 0,68
1rozumienie | stosuje definicj¢ na sume n poczatkowych wyrazow
ciagu arytmetycznego
Kf)rzystanl.c? wykorzystuje wlasnosci funkcji kwadratowej
z informacji
Tworzenie dobiera odpowiedni algorytm do rozwigzania
3 1r?formac1,1 . zadania 0.32 0,48
Wiadomosci

1 rozumienie

stosuje zwiazki miarowe w figurach ptaskich
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wyznacza rownania prostych speliajace warunki
Korzystanie | zadania
9 z informacji | oblicza wspotrzedne punktu przecigcia dwdch 0,52 0,64
prostych
Wiadomosci | wykorzystuje pojecie odlegltosci na ptaszczyznie
i rozumienie | kartezjanskiej
Korzystanie | oblicza srednig arytmetyczng
10 . .. - — - 0,45 0,58
z informacji | oblicza prawdopodobienstwo zdarzen
Korzystanie | stosuje zwiazki miarowe w brylach z uzyciem
11 z 1'nf0rma?11' trygonometrii 0,56 0.60
Wiadomosci . e
. L szacuje wartosci liczbowe
i rozumienie

W arkuszu dla poziomu podstawowego zadania okazaly si¢ umiarkowanie trudne i trudne.
Osiem zadan to zadania umiarkowanie trudne (zadania 1, 2, 3, 5, 7, 9, 10, 11), dawaty one mozliwos¢
zdobycia 76% punktdw, zas trzy zadania byly trudne (zadania 4, 6, 8). Najwyzszy poziom wykonania
miato zadanie 2 (0,62). Zadanie to sprawdzalo umiej¢tnos¢ tworzenia opisu matematycznego sytuacji
przedstawionej w zadaniu w postaci uktadu rownan oraz rozwigzywania uktadu réwnan liniowych.

Najtrudniejsze okazaty si¢ zadania: sprawdzajace umiej¢tnos¢ stosowania praw dzialan na
potegach o wyktadniku naturalnym (zadanie 4), stosowania definicji funkcji trygonometrycznych do
rozwigzania problemu (zadanie 6), stosowania zwiazkow miarowych w figurach ptaskich (zadanie 8).

Tabela 3. Rozktad wynikdéw uczniéw na skali staninowej

Procent zdajacych w kraju,
Klasa | Wyniki na §wiadectwie ktérzy uzyskali wyniki
(stanin) | (przedzialy procentowe) w poszczegolnych przedzialach
(procenty podano w przyblizeniu)
1 0—-10 4
2 11-18 7
3 19-30 12
4 31-42 17
5 43-54 20
6 55-66 17
7 67-76 12
8 77-86 7
9 87-100 4

Zdajacy, ktorych wyniki znalazly sie¢ w poszczegoélnych staninach, otrzymywali podczas
tegorocznego egzaminu mniej punktow niz w roku ubieglym, np. zdajacy, ktérych wyniki mieszcza
si¢ w $rednim staninie, otrzymywali 43—54% punktow (w ubiegtym roku byto to 47—60 procent).
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2.2. Poziom rozszerzony

/oo e aw e 2o/ O & /K KB R OHE A & B 2 % 3 4 % R

= 0w o+ w o ® 2§ 2 2 ® 7§ H F A B B M & K B 3 ¥ I 5 8 7

Wykres 5. Rozktad wynikéw egzaminu na poziomie rozszerzonym zdawanym jako przedmiot
obowiazkowy
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Do egzaminu na poziomie rozszerzonym przystapito 34731 zdajacych, z czego 63% zdawato
ten egzamin jako przedmiot obowiazkowy.

Zdajacy ci, uzyskali wyzsze wyniki. przez tych zdajacych, wynosi 66,36%, a mediana 68%.
Progu zdawalnosci nie przekroczyto tylko 3% maturzystow.

Tabela 4. Wyniki maturzystow — parametry statystyczne

Ll.c zba Minimum Maksimum Mediana Srednia Odchylenie Odsete,k
zdajacych standardowe sukcesow
21384 0 100 60 58,44 23,38 97

Parametry statystyczne wyliczono do wynikow wyrazonych w procentach. Dane w ostatniej kolumnie
tabeli dotycza tyko tych absolwentow, ktorzy zadeklarowali matematyke jako przedmiot
obowiazkowy.

Sredni wynik egzaminu na poziomie rozszerzonym wynosi 58,44% i jest wyzszy niz w roku
ubieglym. Wysoki jest udzial maturzystow, ktorzy osiagneli wynik zblizony i wyzszy od $rednie;j.

100%
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10% A

0% -

licea licea profilow ane technika licea uzupetniajace technika
ogoinoksztaicace uzupetniajgce

Wykres 6. Procent zdanych egzaminéw w réznych typach szkot

Chociaz absolwenci technikow uzupehiajacych zdali w 100%, to egzamin byt dla nich bardzo
trudny, na co wskazuje srednia wynikow. Podczas gdy w technikach uzupetniajacych wyniosta ona
10%, w liceach ogdlnoksztalcacych byta o 50 punktéw procentowych wyzsza.
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Wykres 7. Srednie wyniki w réznych typach szkot

Najwyzszym poziomem osiagni¢¢ wykazali si¢ absolwenci licedbw ogolnoksztalcacych, dla
ktérych egzamin okazat si¢ umiarkowanie trudny. Dla zdajacych z pozostatych typow szkot egzamin
byt trudny (licea profilowane i technika) i bardzo trudny (licea uzupeiniajace i1 technika
uzupetniajace).

Tabela 5. Poziom wykonania zadan i moc réznicujaca zadan

Nr Obszar - x Poziom
. . Sprawdzana umiejetnos¢ . Moc
zadania standardow . wykonania P
Zdajacy . roznicujgca
zadania
Wiadomosci wykorzystuje pojecie wartosci argumentu i wartosci
i rozumienie funkcji
1 . . - — 4
Tworzenie 1nterpretuje otrz.ymane’wymk1 _ . 0,79 0,6
. . rysuje w uktadzie wspotrzednych zbior opisany
informacji .
uktadem warunkow
Korzystanie zapisuje wielomianu, ktory przy dzieleniu przez
z informacji dany dwumian daje wskazany iloraz i dang reszte

2 .Wladon.los.m wykonuje dziatania na wielomianach 0,71 0,60
i rozumienie
Korzystanie C .

. . wyznacza pierwiastki wielomianu
z informacji
Wiadomosci . . . .
 rozumienic wykorzystuje definicj¢ funkcji wyktadniczej
Korzystanie . ..

3 ) . suje wykres funkcji typu y =|f(x)—>b 0,78 0,65
L informacii | YSUE WY ji typu y =|f (x)-b| : :
Tworzenie interpretuje liczbe rozwigzan rownania
informacji 7 parametrem
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Korzystanie
z informacji

wykorzystuje definicj¢ ciagu arytmetycznego

Tworzenie podaje opis matematyczny sytuacji w postaci
4 informacji funkcji . . _ ' 0.33 0.45
formutuje wnioski wynikajace z postaci badanego
Korzystanie | wyrazenia
z informacji | postuguje si¢ definicja i wlasnosciami funkcji
kwadratowej
Korzystanie wykonuje dziatania na potggach o wyktadnikach
5 . . s 0,80 0,57
z informacji rzeczywistych
Korzystanie . ..
2 informacii postuguje si¢ definicja logarytmu
Wiadomosci S L
. L rozwigzuje nierownosci kwadratowe
i rozumienie
6 odczytuje z wykresu odpowiedniej funkcji zbior 0,57 0,76
Korzystanie rozwiazan nierownosci trygonometrycznej w
. . przedziale ograniczonym
z informacji — = . — -
zapisuje czgs¢ wspolng zbiorow w postaci sumy
przedziatéw liczbowych
Korzystanie Stosuje wlasnosci ciagu geometrycznego
z informacji J asu g yeznes
Wiadomosci L, .
. L rozwigzuje rownania kwadratowe
i rozumienie
Tworzenie dokonuje wyboru ciagu spetniajgcego warunki
7 . . . 0,49 0,61
informacji zadania
Korzystanie stosuje definicj¢ ciagu geometrycznego
z informacji J Jeclagi Y £
Tworzenie oszacowuje iloraz sumy 19-tu przez sumg 20-tu
informacji poczatkowych wyrazdéw ciagu geometrycznego
podaje opis matematyczny danej sytuacji
8 Tworzenie problemowej : : o — 0,50 0,69
informacji przetwarza informacje do postaci utatwiajacej
rozwigzanie problemu
Wiadomosci . . .
. L wyznacza $rodek 1 promien okreggu
i rozumienie
Korzystanie Zl}i]ezgtflilr:;;fl:l?lgorggiz lgz)rgfzsetz/ﬁl(}dzalcych przez
9 z informacji 0,58 0,73
dany punkt
Tworzenie anallz.uje wzajemne pokr)%enle prostej i oer.gu
. .. stosuje wzor na odlegtos¢ punktu od prostej
informacji - — — - -
wyciaga wnioski i zapisuje rownania prostej
TWOI‘ZCIH:C analizuje sytuacje i buduje jej model matematyczny
informacji
10 Korzystanie 0,48 0,68
orzy . oblicza prawdopodobienstwo
z informacji
Korzystanie wykorzystuje funkcje trygonometryczne w trdjkacie
z informacji prostokatnym
Tworzenie . .
11 informacii rysuje przekroj ostrostupa ptaszczyzna 0,58 0,71
Korzystanie stosuje twierdzenie kosinusow

z informacji

oblicza pole przekroju ostrostupa

Poziom wykonania wszystkich zadan miesci si¢ w przedziale 0,33-0,80. Dla zdajacych

najtrudniejsze okazaly si¢ zadania sprawdzajace umiej¢tnos¢ dobrania odpowiedniego algorytmu
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do wskazanej sytuacji problemowej i podanie jej opisu matematycznego (zadanie 4), formutowania
i uzasadniania wnioskow oraz zapisywania ich w sposob czytelny i poprawny jezykowo (zadanie 7),
analizowania sytuacji i budowanie jej modelu matematycznego (zadanie 10).

Latwymi okazaly si¢ zadania sprawdzajace umiej¢tno$¢ stosowania funkcji liniowej
i wykorzystywania jej wlasnosci (zadanie 1), zastosowania twierdzenia o podzielnosci wielomianu
przez dwumian do znalezienia pierwiastkéw wielomianu (zadanie 2), wykorzystania wtasnosci
funkcji wyktadniczej oraz sporzadzania wykresu funkcji z wartoscia bezwzgledna, odczytywania
liczby rozwiazan réownania w zaleznosci od parametru (zadanie 3), wykonywania dziatan na
potegach o wykladnikach rzeczywistych (zadanie 5).

Tabela 6. Rozktad wynikdéw ucznidw na skali staninowej

Procent zdajacych w kraju,
Nazwa Wyniki na §wiadectwie ktérzy uzyskali wyniki
klasy (przedzialy procentowe) w poszczegolnych przedzialach
(procenty podano w przyblizeniu)

najnizsza 0-10 4
bardzo niska 11-28 7
niska 29-40 12
ponizej Sredniej 41-54 17
$rednia 55-66 20
powyzej sredniej 67-76 17
wysoka 78—86 12
bardzo wysoka 87-94 7
najwyzsza 95-100 4

Zdajacy, ktorych wyniki znalazly si¢ w poszczegdlnych staninach, otrzymywali podczas
tegorocznego egzaminu wieksza liczbe punktéw niz w roku ubieglym, np. zdajacy, ktérych wyniki
mieszczg si¢ w $rednim staninie, otrzymywali 55-66% punktow (w ubieglym roku bylo to 47-64
procent).

3. Podsumowanie

Wigkszos¢ zdajacych egzamin maturalny z matematyki wykazala si¢ dobrym opanowaniem
umieje¢tnoscei z obszaru 1 1 II standardow, np. umiejgtnoscia stosowania wiasnosci funkcji, stosowania
rachunku prawdopodobiefistwa z elementami statystyki w zadaniach, wyznaczania pierwiastkow
wielomianu, stosowania przedstawionego algorytmu do prowadzenia rozumowania typu
matematycznego, zastosowania zwiazkéw miarowych w zadaniach praktycznych. Wazne jest to, ze
zadania sprawdzajace najbardziej podstawowe wiadomosci 1 umiejgtnosci osiagngly na egzaminie
satysfakcjonujace wskazniki tatwosci.
Najtrudniejszymi okazaly si¢ zadania sprawdzajace umiejgtnosci z obszaru standardu 111, w ktorych
zdajacy mieli wykazaé si¢ umiejetnoscia budowania modelu matematycznego do przedstawionych
problemoéw, prowadzenia rozumowan typu matematycznego, wyciagania wnioskéw. Zadania z tego
obszaru najbardziej roznicowaty zdajacych.
Analiza poszczegolnych czeséci egzaminu oraz zadan wskazuje, ze w pracy dydaktycznej z uczniami
przygotowujacymi si¢ do egzaminu maturalnego w kolejnych sesjach warto zwréci¢ uwage na
ksztalcenie podstawowych umiejetnosci:

— poprawnej analizy zadania,

— czytelnego zapisywania toku myslenia,

— logicznego wnioskowania,

— rozumienia poj¢¢, a nie opierania si¢ w rozwigzaniu na znanych algorytmach,

— tworzenia prostych modeli matematycznych do zadan praktycznych.
Wazne jest, aby maturzysci uwaznie czytali i analizowali tre$¢ zadan, a nastepnie udzielali zwigzlej
i precyzyjnej odpowiedzi, zgodnej z przedstawionym poleceniem.
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