Przyk adowy arkusz z rozwi zaniami

Arkusz Il — poziom rozszerzony

13.(5 pkt) Punkt A=( -1, -2) jest wierzcho kiem romby ktérego jeden z bokéw zawiera
si w prostej k o rdwnaniu x - 2y - 3 = 0. rodkiem symetrii tego rombu jest punkt
S=( 2, 2). Oblicz wspo rzdne pozosta ych wierzcho kéw rombu i oblicz jego ge.

Rozwi zanie:

k
i

(>

¥-2y-3=0

Al1,2) B
W rombie przek tne dziel si na po owy, wic S jest rodkiem odcinka AC.

Niech C=(c,,c,). Wtedy: — G5y c, =5, oraz - 2¥C 5 g c, =6, czyli

punkt C ma wspo rz dne C = (56).

Prosta k zawieraj ca przek tn BD rombu jest prostopad a do wektora AS, bo
przek tne rombu przecinaj si pod k tem prostym.
AS =[2+1,2+2] =[34]
Prosta k, jako prostopad a do tego wektora, ma réwanie: 3x+4y +m =0.
Punkt S= (2,2) spe nia réwnanie prostej k, std: 3:2+4:2+4m=0U0 m=-14.
Prosta k ma rownanie: 3x +4y - 14=0.
Wspo0 rz dne punktu B obliczymy, rozwi zuj c uk ad rowna :
X- 2y- 3=0 0 X=2y+3

3X+4y- 14=0 3xRy +3)+4y- 14=0
6y +9+4y- 14=0
10y =5
y=1 [ x=2>o<1—+3=4
2 2
1

Punkt B ma wsp6 rz dne B = 4,5 .

S jest rodkiem odcinka BD. NiechD =(d,,d, ).

1
A ~+d,
U d,=0,o0raz2= 2

_4+d,;
2

2

Punkt D ma wsporz dne D = O,g

Szukane wspod rzdne wierzcho kéw rombu: B = 4,% ,C=(56), D= 0,

NN

Pole rombu jest rowne po owie iloczynu d ugai przek tnych:



AC| =/ (5+1)* +(6+2)° =/36+64=1/100=10

2
|BD|=\/(4~ 0)% + %-g =./16+9=425=5

1055 _
2

Pole rombu: P = 25.

14.(5 pkt) Prawdopodobie stwo uzyskania bramki przez druyn pikarsk przy
oddaniu jednego strza u oblicza sijako stosunek liczby zdobytych bramek do liczby
oddanych strza 6w na bramk i wyra a si je zwykle w procentach. Na poniszym
diagramie przedstawiono te prawdopodobiestwa dla poszczegolnych drwyn:
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a) Co jest bardziej prawdopodobne: zdobycie dwdch bramk przez Wis Krakéw
przy oddanych 6 strza ach, czy zdobycie 3 bramek pez Manchester United przy
oddanych 5 strza ach?

b) lle strza 6w na bramk musi odda w czasie meczu druyna Realu Madryt, aby
prawdopodobie stwo strzelenia jednej bramki by o wi ksze od 0,97

Rozwi zanie:

a) Oddanie przez Wis Krakow 6 strza 6w to schemat Bernoulliego o szeiu
prébach, bo prawdopodobie stwo sukcesu (zdobycia gola) w kalym strzale jest
takie samo i wynosip, =10% =%.

2 4

6 4
Std PS;=2)= >o<i ,«ﬂ = 15»<9— » 0,0984.Podobnie dla Manchesteru
2 10 10 10°

United, gdzie prawdopodobie stwo sukcesu wynosp, =20% =%:

3 2

5 2
P, =3)= . %= 2 =10%e »0,0512
3 5 5 5
Bardziej prawdopodobne jest zdobycie przez Wis Krakéw dwoch bramek w 6

strza ach.
b) Oznaczmy przez n szukan ilo strza 6w. Mamy do czynienia ze schematem

Bernoulliego o n prébach i prawdopodobie stwie sukcesup, =40% =§.

PS,21)>09 0 1- PS,=0>09 U P(S,=0)<01

0 n n

n><><g ><><§ <01 U 3

- <01
0 5 5 5



Licz c kolejne pot gi liczby g stwierdzamy, e nierébwno jest spe niona dla

n>4, czyli dru yna Realu Madryt musi odda minimum 5 strza éw, aby szansa
na zdobycie co najmniej jednej bramki by a wiksza od 0,9.

15.(4 pkt) W trojk t rownoboczny o boku d ugoci a wpisano ko o, w ktére nastpnie
wpisano trojk t réwnoboczny, a w ten tréjk t znowu ko o itd. Oblicz sum pdl
wszystkich wpisanych ko .

Rozwi zanie:

Dane: a.
Promie koa wpisanego w trojkt rownoboczny ma dugo réwn % wysoko ci
trojk ta, wi c H:%»??:a_\éé_

Z kolei r, stanowi % wysoko ci tréjk ta o boku x, wpisanego w ko o o promieniu,.

St d mamy: %»)ézﬁ =r,. Z tego réwnania obliczymy X: x =ﬂ = \/§r1 = \/5»2@ =E.

J3 6 2
Ci g d ugo ci bokéw kolejnych trojk toéw jest ci giem geometrycznym o ilorazieq =%.
. . - . _ a3 1
Z w asno ci figur podobnych mamy ci g promieni okr gow: r, =? , g =§’ Z czego
. , , ny_av3 1
otrzymujemy wzoOr na n-ty wyraz: r, =r, g =T»2”(_l'

Ci g pdl kolejnych k6 jest okre lony wzorem:

P_m«z_m°<_3a2»< 1 z_p_aZ»(l
" " 36 2vt 12 4

n-1

pa’ . 1
=—] =—
) % 4

Poniewa ‘qp‘ <1, wi ¢ suma nieskoczonego cigu pdl istnieje i wynosi:



pa’
2 2
P :1_2=ﬂ>o?i=ﬂ,conaleaoobliczy.
-q, 1 312 9
4

S=

16.(7 pkt) Liczby x, i x, s pierwiastkami rownania (m+1)x*+(m +1)x +%m2 =0.

Rozwa my funkcj f(m)=x,>X,.

a) Wyznacz przedzia y monotoniczncci i ekstrema funkcji f.

b) Dla jakiej warto ci parametru m funkcja f przyjmuje najwi ksz warto ?
Rozwi zanie:

(M +1)x*+(m +1)x+%m2 =0, f(m)=x,%,

Dziedzin funkcji f jest zbior tych warto ci parametru m, dla ktérych istniej
(niekoniecznie ré ne) pierwiastki x, i X, podanego rownania, czyli spe niajcych uk ad:
mi-1
D= 0

D=(m+1)*- 4xm +1) >%m2 =(Mm+1)°- 2m*(m+1) =(m +1)(m +1- 2m?)

-2m*+m+1
D =1+8=9
-1-3 -1+3 1
ml:—:]_’mzz = =
-4 -4 2

D=-2(m+1)(m- 1) m +%

Wykres D(m):
N
1
_1v

X

m2-10D20) 0 nil (¥ - 1)|‘£<- %1>

D;

Korzystaj c¢ ze wzoréw Viete’a mamy:
15
> m m?

m+1 2m+2

2mx@m +2)- 2m? _ 4m’ +4m- 2m°> _ 2m*+4m _ 2m(m +2)
(2m +2)° T @m+2? T (2m+2? (2m+2)?

Badamy znak pochodnej, ktory zaley od znaku wyra enia m(m +2):

f(m)=x,%, =

a)f'(m)=




Z wykresu wynika, e:
- funkcja f(m) ro nie w przedzia ach: (¥ ,- 2), (0,1).
- funkcja f(m) maleje w przedzia ach: -2~ 1) , - %,O .

€2 __

- Dla x =- 2 funkcja osi ga maksimum rowne:f( 2) = =
2% 2)+2

- Dla x =0 funkcja osi ga maksimum réwne: f(0) =0.

b) Warto ci funkcji na ko cach przedzia u wynosz:
2

|
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1
N
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lim f(x) = lim = lim — " =w
X®-W ¥ 2Mm+ 2 @ 24

m

2
=¥ , bolicznik d y do 1, a mianownik do zera po wartcciach

lim f(x)= lim
®-T @-1 2m +

ujemnych. Wykres f(m):

Z wykresu wynika, e funkcja przyjmuje najwi ksz warto dla m =—% lub m=1,

1
oraz warto ta wynosi 2

17.(5 pkt) Wyka , e dla kadej naturalnej, dodatniej liczby n, liczba postaci
2" + 3" jest podzielna przez 7.



Rozwi zanie:

Dowdd indukcyjny.

Sprawdzamy prawdziwo twierdzeniadlan=1: 2" +3*'=4+3=7.

Twierdzenie jest prawdziwe dlan =1.

Zak adamy, e twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej liczby nattalnej n, tzn. liczba

2" + 3" jest podzielna przez 7.

Aby zako czy dowdd, naley udowodni, e przez 7 dzieli si liczba
2n+1+l + 32(n+1)— 1 - 2n+2 + 32n+1.

2n+2 + 32n+1 - 2n+1 >Q1 + 32n—1 )82 - 2>€n+1 + 9)82n—1 - 2@n+1 + 32n— 1)+ 7>82n—1
Wyra enie 24" +3°1) dzieli si przez 7 z za oenia.
Przez 7 dzieli si tak e liczba 7>8°"*, co ko czy dowod.

18.(5 pkt) Dany jest tréjk t ABC, w ktorym [PBCA|=a , PBAC|=b, za
PABC|>90°. Promie okr gu opisanego na tym tréjk cie ma dugo R. Trojk t

obracamy woké boku BC. Oblicz objto otrzymanej bry y obrotowej.
Rozwi zanie:

Danes: a,b,R,|[PABC|>90 .

R - promie okr gu opisanego na trojk cie ABC.

Szukana objto ,to ré nica obj to ci sto kow APC i APB, czyli:
P> P> P> P>

V == +X)- XXX = XK +X=- X) = XQ
3 @+ X) 3 3 @ ) 3

Korzystaj c z twierdzenia sinuséw w tréjk cie ABC, otrzymujemy:
2 _95R 0 a=2Rsinb | —>—=2R 0 b=2Rsina

sinb sina

[PABC| =180~ (a +b), dlatego[PABD|=a +b

% =sin@+b) U r =bsin(a +b)=2Rsinasin(a +b)
Szukana objto  wynosi:

\Y =%>«2 ><a=%>04stin2asin2(a +b) @R sinb =8—3'f)><R3 x8in’a »sinkrsin®(a +b)



19.(5 pkt) Dla jakich warto ci parametru a rozwi zaniem uk adu rowna
(coma- 1) +y=1
(2cosa)xx + (2cosa +1) ¥y =coa
jest dok adnie jedna para liczb nieujemnych?
Rozwi zanie:
Stosujemy metod wyznacznikow . Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy m =cos<a .
Mamy:
(m-1)xx+y=1
- 2mxx+(2m+1)x¢ =m

m- 1 1
W = =(m- 1)x2m +1) +2m =2m® +m- 2m- 1+2m =
2n 2m+

=2m*+m- 1
Uk ad rowna ma dok adnie jedno rozwi zanie, gdy:
W =2m?+m- 11 0

D=1+8=0 mlz‘l_‘3=_1 m, = 1+3 _1
4 4 2
Aby uk ad mia dok adnie jedno rozwi zanie, musi by: m% -1 i m2 1.
1 1
X=‘ JJ=2m+1— m=m+1
m 2m+
m-1 1
Wy=L 5 ‘=m2- m+2m =m?+m =m xm +1)
m m
W =2m®+m- 1=2(m +1) m—%
Rozwi zanie uk adu:
x—WX— m+1 _ 1
wW
2(m+1) m- 1 2xxm- 1
2 2
y=Wy __ mxm+l) _ m
W 1 1
2(m+1) m- — 2xxm- —
2 2
Rozwi zaniem ma by para liczb nieujemnych: x® 0i y2 0.
X200 m-1500 m>i
2 2
y300 — ™ =g mﬂ% i mmm—%fﬁo O nl -¥0E %¥
2><><m—1
2

Ostatecznie otrzymalimy:



mi-1i mJ11
2

1 A 1 . 1
m>= ) m>—, czyli cosa>—
2 2 2

ni -¥0E %,¥

Korzystaj ¢ z wykresu funkcji y =cosa , otrzymujemy:

cosa >% 0 dl - E+2kp,E+2kp , KT C, co jest rozwi zaniem zadania.

3 3

1)|

20.(6 pkt) Narysuj wykres funkcji okre lonej wzorem: f(x)=4“°gz‘x‘ . Wyznacz te

argumenty, dla ktorych warto ci funkcjis réwne log

w|&)
Ol

Rozwi zanie:
Dziedzina funkgji f(x) =4 D, = (1,¥).
log,(x- )8 0 U log,(x- 1)8 log,1 O x-181 0 xB2
log,(x- 1)<0 U log,(x- 1)<log,1 U x-1<1 U AT (12
Mamy:

1. Dla X3 2: f(x) =490 = 920001 = gloga(-1° = (y_ 7)?2

o -2 1
2. Dla AT (L2): f(x) =490 =7 200:0cD) = oot =
(12): f(x) (x= 1)
(x-1)> dla x3 2

0= 1 ga i1 @2
(x- 1)

Warto uamka przy x® 2 zbli asi do liczby 1, a przy x zmniejszajcym Si

(x- 1)°
do 1, ro nie do niesko czonoci, bo mianownik uamka d y do zera po wartociach
dodatnich. St d wykres funkcji f(x) jest nast puj cy:



m 1 m Em
|og@l=m U AER. 0 3" =3°03"=320-2m=-20
5 9 3 9 2
Nale y rozwi za rownanie f(x) = Iogﬁ%, czyli f(x) =4.
3
1. Dlam32: (m-1f=40 m=3
2. Dlaml (12): 1 ~-=4 0 (m- 1)2=1 0] x=3
(m-1) 4 2
Funkcja przyjmuje wskazan tematem zadania warto dla x=3 lub x =g.
o _ a b [0
21.(4 pkt) Wyka , ejeelia+b+g=p, oraz cosE >®os§ >€os§ﬂ 0,
sina +sinb- sin a_b
na+sind- SINE — 152 xg—.
sina +sinb +sing 2 "2
Rozwi zanie:
: . : . + . a+t +
1. sing= sm[p— (a +b)] =S|n(a +b) =sin 2»a<Tb =2xgin2 > b xg0S> > b
2. sina+sinb=2>sina;b>605a—2b
Na podstawie 1. i 2. otrzymujemy:
2 s a+b a-b 2 s a+b a+b
sina +sinb- sing_ <™®N 5 805~ £XeINToE0S o
sina +sinb +sing ngina+b €0 a—2b +2>¢3ina+b N ;b
236in2 P oo P o2t oginBgin - R . a_b
2 2 2 2 2 sin_sin_ a
= = = a :th
. a+ - +
2>8in2 b><><cosa—2b+cosa—2b 2CO%COS—2 COS,, €OS,

co nale a o wykaza .

Uwaga: poni sze nie jest fragmentem rozwizania.
W rozwi zaniu wykorzystano kolejno wzory:
sin(p- x) =sinx

Sin2x = 2sinXcosx

X+y X-Y

sin+siny =2sin CoOsS——

2
+ -
COSX- cosy =- Zs,inusinu
2 2
+ -
cosx +cosy = ZcosX > y cosX 2 y

SinE x) =- sinx

ta—
gZ



COS- X) = COSX
sinx

—— =1tgXx
COSX

22.(4 pkt) Dany jest zbior A ={(x,y): 4T R UyT R Ux* +y>- 4y £0}. Zbiér B jest
obrazem zbioru A w translacji o wektor G=[2,— 1]. Opisz zbiér B za pomoc
nieréwno ci, a nast pnie zaznacz na p aszczyie zbior (AE B)'.

Rozwi zanie:

xX>+y’-4y£0 0 x*+(y- 2°£4

Zbior A jest koem o rodku S, = (0,2) i promieniu r =2.

Zbior B jest koem o rodku S, = (0+ 2,2+ (- 1))= (21) i takim samym promieniu.

(AE B)' jest dope nieniem sumy tych k6 do p aszczyzny XQ¥Brzegi k6 nie nale do

tego zbioru. A
llustracja (szukany zbior (A E B)' zaznaczono kolorem niebieskim):



