
Przyk
adowy arkusz z rozwi� zaniami 
 

Arkusz II – poziom rozszerzony 
 
13. (5 pkt) Punkt A=( -1 , -2) jest wierzcho
kiem rombu, którego jeden z boków zawiera 

si�  w prostej k o równaniu x - 2y - 3 = 0. � rodkiem symetrii tego rombu jest punkt 
S=( 2 , 2). Oblicz wspó
rz� dne pozosta
ych wierzcho
ków rombu i oblicz jego pole. 

Rozwi� zanie: 

 
W rombie przek� tne dziel�  si�  na po
owy, wi� c S jest � rodkiem odcinka AC. 

Niech )c,c(C 21==== . Wtedy: 5c2
2

c1
1

1 ====ÛÛÛÛ====
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, oraz 6c2
2

c2
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2 ====ÛÛÛÛ====
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, czyli 

punkt C ma wspó
rz� dne )6,5(C ==== . 

Prosta k zawieraj� ca przek� tn�  BD rombu jest prostopad
a do wektora AS , bo 
przek� tne rombu przecinaj�  si�  pod k� tem prostym. 

]4,3[]22,12[AS ====++++++++====  
Prosta k, jako prostopad
a do tego wektora, ma równanie: 0my4x3 ====++++++++ . 
Punkt )2,2(S ====  spe
nia równanie prostej k, st� d: 14m0m2423 ----====ÛÛÛÛ====++++××××++++×××× . 
Prosta k ma równanie: 014y4x3 ====----++++ . 
Wspó
rz� dne punktu B obliczymy, rozwi� zuj� c uk
ad równa� : 
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Punkt B ma wspó
rz� dne ����
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S jest � rodkiem odcinka BD. Niech )d,d(D 21==== . 
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Pole rombu jest równe po
owie iloczynu d
ugo� ci przek� tnych: 
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Pole rombu: 25
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14. (5 pkt) Prawdopodobie� stwo uzyskania bramki przez dru� yn�  pi
karsk �  przy 

oddaniu jednego strza
u oblicza si�  jako stosunek liczby zdobytych bramek do liczby 
oddanych strza
ów na bramk�  i wyra� a si�  je zwykle w procentach. Na poni� szym 
diagramie przedstawiono te prawdopodobie� stwa dla poszczególnych dru� yn: 

 
a) Co jest bardziej prawdopodobne: zdobycie dwóch bramek przez Wis
�  Kraków 

przy oddanych 6 strza
ach, czy zdobycie 3 bramek przez Manchester United przy 
oddanych 5 strza
ach? 

b) Ile strza
ów na bramk�  musi odda�  w czasie meczu dru� yna Realu Madryt, aby 
prawdopodobie� stwo strzelenia jednej bramki by
o wi� ksze od 0,9? 

Rozwi� zanie: 
a) Oddanie przez Wis
�  Kraków 6 strza
ów to schemat Bernoulliego o sze� ciu 

próbach, bo prawdopodobie� stwo sukcesu (zdobycia gola) w ka� dym strzale jest 

takie samo i wynosi 
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======== .Podobnie dla Manchesteru 

United, gdzie prawdopodobie� stwo sukcesu wynosi 
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Bardziej prawdopodobne jest zdobycie przez Wis
�  Kraków dwóch bramek w 6 
strza
ach. 

b) Oznaczmy przez n szukan�  ilo��  strza
ów. Mamy do czynienia ze schematem 

Bernoulliego o n próbach i prawdopodobie� stwie sukcesu 
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Licz� c kolejne pot� gi liczby 
5
3

 stwierdzamy, � e nierówno��  jest spe
niona dla 

4n >>>> , czyli dru� yna Realu Madryt musi odda�  minimum 5 strza
ów, aby szansa 
na zdobycie co najmniej jednej bramki by
a wi� ksza od 0,9. 

 
15. (4 pkt) W trójk � t równoboczny o boku d
ugo� ci a wpisano ko
o, w które nast� pnie 

wpisano trójk � t równoboczny, a w ten trójk� t znowu ko
o itd. Oblicz sum�  pól 
wszystkich wpisanych kó
. 

Rozwi� zanie: 

 
Dane: a. 

Promie�  ko
a wpisanego w trójk� t równoboczny ma d
ugo��  równ�  
3
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 wysoko� ci 

trójk � ta, wi� c 
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Z kolei 1r  stanowi 
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 wysoko� ci trójk � ta o boku x, wpisanego w ko
o o promieniu 1r . 

St� d mamy: 1r2
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Ci� g d
ugo�ci boków kolejnych trójk � tów jest ci� giem geometrycznym o ilorazie 
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asno� ci figur podobnych mamy ci� g promieni okr� gów: 
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Ci� g pól kolejnych kó
 jest okre� lony wzorem: 
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Poniewa�  1qp <<<< , wi� c suma niesko� czonego ci� gu pól istnieje i wynosi: 
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16. (7 pkt) Liczby 1x  i 2x  s�  pierwiastkami równania 0m
2
1

x)1m(x)1m( 22 ====++++++++++++++++ . 

Rozwa� my funkcj �  21 xx)m(f ××××==== . 
a) Wyznacz przedzia
y monotoniczno� ci i ekstrema funkcji f. 
b) Dla jakiej warto � ci parametru m funkcja f przyjmuje najwi � ksz�  warto�� ? 

Rozwi� zanie: 

21
22 xx)m(f,0m
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x)1m(x)1m( ××××========++++++++++++++++  

Dziedzin�  funkcji f jest zbiór tych warto � ci parametru m, dla których istniej�  
(niekoniecznie ró� ne) pierwiastki 1x  i 2x  podanego równania, czyli spe
niaj� cych uk
ad: 

����
����
����

³³³³DDDD

----¹¹¹¹

0

1m
. 

����
����

����
����
����

				 ++++----++++----====DDDD

----====
----

++++----
========

----
--------

====

====++++====DDDD

++++++++----

----++++++++====++++----++++====××××++++××××----++++====DDDD

2
1

m)1m)(1m(2

2
1

4
31

m,1
4

31
m

981

1mm2

)m21m)(1m()1m(m2)1m(m
2
1

)1m(4)1m(

21

1

2

22222

 

Wykres )m(DDDD :  
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Korzystaj � c ze wzorów Viete’a mamy: 
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Badamy znak pochodnej, który zale� y od znaku wyra� enia )2m(m ++++ : 



 
Z wykresu wynika, � e: 
 - funkcja f(m) ro � nie w przedzia
ach: )1,0(,)2,( -----¥-¥-¥-¥ . 

 - funkcja f(m) maleje w przedzia
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b) Warto � ci funkcji na ko � cach przedzia
u wynosz� : 
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1x1x
, bo licznik d�� y do 1, a mianownik do zera po warto� ciach 

ujemnych. Wykres f(m): 

 

Z wykresu wynika, � e funkcja przyjmuje najwi � ksz�  warto��  dla 
2
1

m ----====  lub 1m ==== , 

oraz warto��  ta wynosi 
4
1

. 

 
17. (5 pkt) Wyka� , � e dla ka� dej naturalnej, dodatniej liczby n, liczba postaci 

1n21n 32 ----++++ ++++  jest podzielna przez 7. 
 



Rozwi� zanie: 
Dowód indukcyjny. 
Sprawdzamy prawdziwo��  twierdzenia dla 1n ==== : 73432 11211 ====++++====++++ ----××××++++ . 
Twierdzenie jest prawdziwe dla 1n ==== . 
Zak
adamy, � e twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej liczby naturalnej n, tzn. liczba 

1n21n 32 ----++++ ++++  jest podzielna przez 7. 
Aby zako� czy�  dowód, nale� y udowodni� , � e przez 7 dzieli si�  liczba 

1n22n1)1n(211n 3232 ++++++++----++++++++++++ ++++====++++ . 
(((( )))) 1n21n21n1n21n21n211n1n22n 373223922332232 --------++++----++++----++++++++++++ ××××++++++++××××====××××++++××××====××××++++××××====++++  

Wyra � enie (((( ))))1n21n 322 ----++++ ++++××××  dzieli si�  przez 7 z za
o� enia. 

Przez 7 dzieli si�  tak� e liczba 1n237 ----×××× , co ko� czy dowód. 
 
18. (5 pkt) Dany jest trójk � t ABC, w którym bbbb====ÐÐÐÐaaaa====ÐÐÐÐ BAC,BCA , za�  

090ABC >>>>ÐÐÐÐ . Promie�  okr � gu opisanego na tym trójk� cie ma d
ugo��  R. Trójk � t 
obracamy wokó
 boku BC. Oblicz obj� to��  otrzymanej bry
y obrotowej. 

Rozwi� zanie: 

 
Dane s� : 090ABC,R,, >>>>ÐÐÐÐbbbbaaaa . 
R - promie�  okr � gu opisanego na trójk� cie ABC. 
Szukana obj� to�� , to ró� nica obj� to� ci sto� ków APC i APB, czyli: 
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Korzystaj � c z twierdzenia sinusów w trójk� cie ABC, otrzymujemy: 
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)(180ABC 0 bbbb++++aaaa----====ÐÐÐÐ , dlatego bbbb++++aaaa====ÐÐÐÐABD  
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b
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Szukana obj� to��  wynosi: 
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19. (5 pkt) Dla jakich warto � ci parametru aaaa  rozwi� zaniem uk
adu równa�  
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jest dok
adnie jedna para liczb nieujemnych? 
Rozwi� zanie: 
Stosujemy metod�  wyznacznikow� . Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy aaaa==== cosm . 
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Uk
ad równa�  ma dok
adnie jedno rozwi� zanie, gdy: 
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Aby uk
ad mia
 dok
adnie jedno rozwi� zanie, musi by� : 
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Rozwi� zanie uk
adu: 
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Rozwi� zaniem ma by�  para liczb nieujemnych: 0yi0x ³³³³³³³³ . 
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Ostatecznie otrzymali� my: 
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Korzystaj � c z wykresu funkcji aaaa==== cosy , otrzymujemy: 
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20. (6 pkt) Narysuj wykres funkcji okre � lonej wzorem: )1x(log24)x(f ----==== . Wyznacz te 

argumenty, dla których warto� ci funkcji s�  równe 
9
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Rozwi� zanie: 

Dziedzina funkcji )1x(log24)x(f ----==== : ),1(Df ¥¥¥¥==== . 
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Mamy: 
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Warto ��  u
amka 2)1x(
1
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 przy ----®®®® 2x  zbli� a si�  do liczby 1, a przy x zmniejszaj� cym si�  

do 1, ro� nie do niesko� czono� ci, bo mianownik u
amka d�� y do zera po warto� ciach 
dodatnich. St� d wykres funkcji f(x) jest nast� puj � cy: 
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Nale� y rozwi� za�  równanie 
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21. (4 pkt) Wyka� , � e je� eli pppp====gggg++++bbbb++++aaaa , oraz 0
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Rozwi� zanie: 
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co nale� a
o wykaza� . 
 
Uwaga: poni� sze nie jest fragmentem rozwi� zania. 
W rozwi � zaniu wykorzystano kolejno wzory: 

xsin)xsin(
2

yx
cos

2
yx

cos2ycosxcos

2
yx

sin
2

yx
sin2ycosxcos

2
yx

cos
2

yx
sin2ysinsin

xcosxsin2x2sin

xsin)xsin(

----====----

----++++
====++++

----++++
----====----

----++++
====++++

====

====----pppp

 



tgx
xcos
xsin

xcos)xcos(

====

====----
 

 
22. (4 pkt) Dany jest zbiór {{{{ }}}}0y4yxRyRx:)y,x(A 22 ££££----++++ÙÙÙÙÎÎÎ ÎÙÙÙÙÎÎÎ Î==== . Zbiór B jest 

obrazem zbioru A w translacji o wektor ]1,2[u ----==== . Opisz zbiór B  za pomoc�  
nierówno� ci, a nast� pnie zaznacz na p
aszczy� nie zbiór )'BA( ÈÈÈÈ . 

Rozwi� zanie: 
4)2y(x0y4yx 2222 ££££----++++ÛÛÛÛ££££----++++  

Zbiór A jest ko
em o � rodku )2,0(S1 ====  i promieniu 2r ==== . 
Zbiór B jest ko
em o � rodku (((( )))) )1,2()1(2,20S2 ====----++++++++====  i takim samym promieniu. 

)'BA( ÈÈÈÈ  jest dope
nieniem sumy tych kó
 do p
aszczyzny XOY. Brzegi kó
 nie nale��  do 
tego zbioru. 
Ilustracja (szukany zbiór )'BA( ÈÈÈÈ  zaznaczono kolorem niebieskim): 

 


