Przyktadowy arkusz z rozwiazaniami

Arkusz Il — poziom rozszerzony

13.(5 pkt) Punkt A=( -1, -2) jest wierzchotkiem romby ktérego jeden z bokow zawiera
si¢ w prostej k o réownaniu x - 2y - 3 = 0Srodkiem symetrii tego rombu jest punkt
S=(2, 2). Oblicz wspotrgdne pozostatych wierzchotkéw rombu i oblicz jego fde.

Rozwigzanie:

k
i

(>

¥-2y-3=0

Al1-2) B

W rombie przekatne dziek si¢ na potowy, wigc S jestsrodkiem odcinka AC.

Niech C=(c,,c,). Wtedy: _1+C1=2 - ¢, =5, oraz _2;C2=2 = C¢,=6, czyli

punkt C ma wspotrzedne C = (56) .

Prosta k zawierajaca przekatna BD rombu jest prostopadta do wektora AS, bo
przekatne rombu przecinaja sie pod katem prostym.

AS =[2+1,2+2] =[34]

Prosta k, jako prostopadta do tego wektora, ma rowanie: 3x+4y+m=0.

Punkt S= (2,2) spetnia rownanie prostej k, sgd: 3[2+4[2+m =0 = m=-14.

Prosta k ma rownanie: 3x +4y —14=0.

Wspotrzedne punktu B obliczymy, rozwiazujac ukiad rownan:

{x—Zy—3=O {x=2y+3

3xX+4y-14=0 32y +3)+4y -14=0
6y +9+4y—-14=0
10y =5
1.
== | x=2E+3=4
y 2 2

Punkt B ma wspotrzedne B = (4%)
S jestsrodkiem odcinka BD. NiechD =(d,,d, ).

1q
4+ 2
_4td, d, =0, oraz 2=2

2

o d2=

5
Punkt D ma wspotrzedne D = (Og) :

Szukane wspotredne wierzchotkéw rombu: B = (4%) C=(56), D= (O%) .

Pole rombu jest réwne potowie iloczynu diugsci przekatnych:



[AC]=

JB+1)% +(6+2)? =/36+64=1/100=10

J(4-0)2+G—9 - J16+9=425=5

BD[=
Pole rombu: P =&2[5 =25.

14.(5 pkt) Prawdopodobiaistwo uzyskania bramki przez druzyne pitkarska przy
oddaniu jednego strzatu oblicza i jako stosunek liczby zdobytych bramek do liczby
oddanych strzatéw na bramle¢ i wyraza si je zwykle w procentach. Na poniszym
diagramie przedstawiono te prawdopodobiastwa dla poszczegolnych driyn:
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Skutecznofc strzabtdw [w 3]

a) Co jest bardziej prawdopodobne: zdobycie dwoch bramk przez Wisk Krakow

przy oddanych 6 strzatach, czy zdobycie 3 bramek gez Manchester United przy
oddanych 5 strzatach?

b) lle strzalébw na bramke musi odda w czasie meczu drizyna Realu Madryt, aby

prawdopodobienstwo strzelenia jednej bramki byto wgksze od 0,97

Rozwiazanie:
a) Oddanie przez Wisk Krakéw 6 strzatow to schemat Bernoulliego o seiu

b)

probach, bo prawdopodobigistwo sukcesu (zdobycia gola) w kalym strzale jest

takie samo i wynosip, =10% =%.

6 2 4 4
Stad PSS, =2) = (ZJ E(l_loJ [{1—90) = 15[—!% = 0,0984.Podobnie dla Manchesteru

United, gdzie prawdopodobi@éstwo sukcesu wynosp, =20% = %:

5 3 2 2
Pe.=3)=[|0L| 2] =100 = 00512
3)15) 15 5

Bardziej prawdopodobne jest zdobycie przez WigtKrakéw dwoch bramek w 6
strzatach.

Oznaczmy przez n szukas ilos¢ strzatbw. Mamy do czynienia ze schematem

Bernoulliego o n prébach i prawdopodobiéstwie sukcesup, = 40% =§.

PS,21)>09 -« 1-P@S,=0)>09 - P(S,=0)<01

o) 43 <o - (5]



Liczac kolejne potkgi liczby g stwierdzamy, ze nierdwnasé¢ jest spetniona dla

n>4, czyli druzyna Realu Madryt musi odda minimum 5 strzatéw, aby szansa
na zdobycie co najmniej jednej bramki byta wgksza od 0,9.

15.(4 pkt) W trojk at rownoboczny o boku dtugdci a wpisano koto, w ktére nasgpnie
wpisano trojkat rownoboczny, a w ten trojkat znowu koto itd. Oblicz sunme pdl
wszystkich wpisanych kot.

Rozwigzanie:

Dane: a.
Promien kota wpisanego w trojkat rownoboczny ma diugaéé rowna % WysoKkaci
trojk ata, wiec r, =%Da§ =a_\€/;§_

Z kolei r, stanowi % wysokdci tréjk ata o boku x, wpisanego w koto o promieniu,.

Stad mamy: 3 Iﬁ(zﬁ . Z tego réwnania obliczymy x:x = \/_1 = \/_ =3 Da— 2

Ciag dtugaosci bokow kolejnych trojk atow jest ciagiem geometrycznym o ilorazieq =%

a3

6

N

Z wiasnaici figur podobnych mamy cig promieni okregow: r, = , g =%, Z czego

a_aw3 1

otrzymujemy wzoér na n-ty wyraz: r, =r, [§" 6 ot

Ciag pol kolejnych kot jest okreslony wzorem

2 n-1
P, =ml?= nl:!aa —~ 1
2n 12 4

™
P1=_ i qp:

1
12 4

Poniewaz ‘qp‘ <1, wigc suma nieskdéczonego cigu pol istnieje i wynosi:



S= R 12 =gd1a = , Co nalezato obliczye.

2
12 9

16.(7 pkt) Liczby x, i x, sa pierwiastkami rownania (m+1)x*+(m +1)x +%m2 =0.

Rozwazmy funkcje f(m) =x, [X,.

a) Wyznacz przedziaty monotonicznéci i ekstrema funkcji f.

b) Dla jakiej warto $ci parametru m funkcja f przyjmuje najwi ¢ksza wartos¢?
Rozwigzanie:

(m +1)x2+(m+1)x+%m2 =0, f(m)=x, X,

Dziedzing funkcji f jest zbior tych wartosci parametru m, dla ktérych istnieja
(niekoniecznie r@&ne) pierwiastki x, i X, podanego rownania, czyli spetniajcych uktad:

m# -1
A=>0

A=(m+1)2—4|]1m+1)|3%m2 =(M+1)°-2m*(m+1) = (m+1)(m +1-2m?)

-2m’+m+1
A, =1+8=9
-1-3 -1+3 1
mlz—:]_’mZ: =-=
-4 -4 2

A=-2(m+1)(m- 1)(m +%J
Wykres A(m):

1

\

M#-10A20) - ml:l(—oo,—l)l:l<—%, >=Df

(

N

Korzystajac ze wzoréw Viete'a mamy:

1mz
= 2
f(m)=x, X, =2 =
(m) =, &, m+1l 2m+2
+2)-2m? 24+ 4m -2m? 2+ +
a)f'(m)=2m|:(2m 2)-2m =4m 4m-2m° _ 2m°+4m _ 2m(m +2)

(2m +2)° @em+2°  @2m+2? (@m+2)
Badamy znak pochodnej, ktory zalgéy od znaku wyrazenia m(m + 2) :



Z wykresu wynika, ze:
- funkcja f(m) rosnie w przedziatach: (-« ,- 2), (0,1).

- funkcja f(m) maleje w przedziatach: (-2,-1) , (—%,OJ.

(-2)?
2[0-2) +2

- Dla x = =2 funkcja osiaga maksimum réwne: f(-2) =

- Dla x =0 funkcja osigga maksimum réwne: f(0) =0.

b) Wartosci funkcji na koncach przedziatu wynosa:

-2

f oo \v2) 1 : f(1)=1
2 1 4 4
2 -=1| +2
2
2 m
lim f(x)= lim = lim — =
X — =00 X-=-0 /2M + x_.—oo2+7
m
2
lim f(x)= lim o =-o0, bo licznik dazy do 1, a mianownik do zera po wartéciach
X =1" X—=1"

ujemnych. Wykres f(m):

Z wykresu wynika, ze funkcja przyjmuje najwieksza wartosé dla m =—% lub m=1,

. 1
oraz wartos¢ ta wynosi R

17.(5 pkt) Wykaz, ze dla kazdej naturalnej, dodatniej liczby n, liczba postaci
2" + 3" jest podzielna przez 7.



Rozwigzanie:

Dowdd indukcyjny.

Sprawdzamy prawdziwai¢ twierdzeniadlan=1: 2" +3*'=4+4+3=7.

Twierdzenie jest prawdziwe dlan =1.

Zaktadamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej liczby nattalnej n, tzn. liczba
2" + 3! jest podzielna przez 7.

Aby zakonczy¢ dowdd, naley udowodni¢, ze przez 7 dzieli s liczba
2n+1+l + 32(n+1)—l - 2n+2 + 32n+1.

2n+2 + 32n+1 - 2n+1 I:El + 32n—1 I:BZ - ZII“+1 + 9|:BZFI—1 - 2|i2n+1 + 32n—1)+ 7 EBZn—l
Wyrazenie 2[{2" + 32") dzieli si¢ przez 7 z zaldenia.
Przez 7 dzieli st takze liczba 708", co kaiczy dowdd.

18.(5 pkt) Dany jest tréjkat ABC, w ktorym |[OBCA|=a , [OBAC|=B, z&
|I:IABC|>90°. Promien okregu opisanego na tym tréjlacie ma diugaé R. Trojk at

obracamy wokot boku BC. Oblicz obgtosé¢ otrzymanej brylty obrotowej.
Rozwigzanie:

P
Dane %: a, B, R,|[JABC|> 90 .
R - promien okregu opisanego na trojlacie ABC.
Szukana obgtosé, to roznica objetosci stazkow APC i APB, czyli:
n_., n_., n_, n-—.
V=—0O"Ha+x)--"x==-U"Ha+x—-x)==0UL"[&
3 2 ) 3 3 2 ) 3

Korzystajac z twierdzenia sinuséw w tréjlacie ABC, otrzymujemy:
a

——=2R = a=2Rsinf i _L=2R = b=2Rsina
sinf sina

[OABC| =180 - (a +p), dlatego|[JABD| = a + B

% =sin(a+B) < r =Dbsin(a+p)=2Rsinasin(a +p)
Szukana obgtos¢ wynosi:

V= 2 a° m=ngzsin2asin2(a +B) 2Rsinp =8—; [R® 3in*a Binf 3in’(a + B)



19. (5 pkt) Dla jakich wartosci parametru a rozwigzaniem ukfadu réwnan
(cosm-1)Xx+y=1
(—2cosa) [k + (2cosa + 1) ¥ = cosa

jest doktadnie jedna para liczb nieujemnych?
Rozwiazanie:
Stosujemy meto@ wyznacznikowga. Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy m =cosd .
Mamy:

(m-1)Xx+y=1
{—2m|3<+(2m+1)|:y=m
m-1 1
‘—Zm 2m +

]J=(m—1)|:(2m+1)+2m =2m*+m-2m-1+2m=
=2m*+m-1

Uktad réwnan ma doktadnie jedno rozwazanie, gdy:
W=2m?+m-1%£0

-1- -1+
A=1+8=9,m1=¥=-1,m2= 143=%

Aby uktad miat doktadnie jedno rozwigzanie, musi b¥: m#-1i m ¢%.

1 1
WX=‘ JJ=2m+1—m=m+l
m 2m+
m-1 1
y:‘ ‘:mz—m+2m=m2+m=mE{m+l)
-2m m

W=2m?+m-1= 2(m+1)(m—%)

Rozwiazanie uktadu:

x—WX— m+1 _ 1
w
2(m+1) m—} 2 m—1
) 2 2
y=Wy= mOm+1)  _ m
W 1 1
2(m+1) m—a 2 m—i

Rozwigzaniem ma by para liczb nieujemnych: x=01i y=0.

X220 = m—1>0 N m>E
2 2

Ostatecznie otrzymal§smy:



m#-1i m;ﬂt1
2
1 1 . 1
im>= - m>—, czyli cosa>—
2 2 2

pof -

Korzystajac z wykresu funkcji y = cosa, otrzymujemy:

cosa >% = a EI(—T—;+ 2k, 1—;+ 2kn) , kOC, co jest rozwhzaniem zadania.

_]_)‘

20.(6 pkt) Narysuj wykres funkcji okreslonej wzorem: f(x)=4“°92‘X . Wyznacz te

argumenty, dla ktérych wartosci funkcji sa rowne log

w|&)
Ol

Rozwigzanie:
Dziedzina funkgji f(x) =4"°%*™: D, = (1,w).
l0g,(x-1)20 < log,(x-1)=2log,1 « X-121 & x22
log,(x-1)<0 = log,(x-1)<log,1 = x-1<1 < x0O(12)
Mamy:

1. Dla x22: f(x)=4°%%D = 92001 = loga(-D" = (y _7)?2

-2 1
2. Dla xO(L2): f(x) =470 = 2720000 = Qoo b =
(12): f(x) (x—1)°

(x-1)*> dla x=2

=91 ga xo@2)
(x-1)

Warto$¢ utamka

(x=1)° przy x —» 2° zbliza sk do liczby 1, a przy x zmniejszajcym Sig

do 1, rasnie do nieskaczondici, bo mianownik utamka dazy do zera po wartgciach
dodatnich. Std wykres funkcji f(x) jest nastepujacy:

¥




m m ém
|09@1=m - ﬁ =1 o 321 =37% « 32 =37 & —£m=—2 - m=4
29 3 9 2

Nalezy rozwigza¢ rownanie f(x) =log ; % , czyli f(x)=4.
3

1. Dlam=22: (m-1=4 « m=3

(m-1) 4 2

Funkcja przyjmuje wskazang tematem zadania wartéé¢ dla x =3 lub x =g .

2. Dlam0O(@12):

B \

21.(4 pkt) Wykaz, ze jezeli a +3+y =7, oraz cos% Ed:osi I]:osE £0,

sina +sinf3 —siny _ En B
sina +sinp +siny 295

Rozwigzanie:

1. siny=sin[n—(a+[3)]=sin(a+[3) sm(ZDG—) 238in 2[3|:¢l:osm;-[3

2. sina+sin = 2|:<1;in0(-;B [Bos ;B

Na podstawie 1. i 2. otrzymujemy:

a+p -B +B_ _ a+pP
sina +sinB-siny _ 251N EO%Z 203in 0P P o™ F
S|na+sm|3+smy 2|];|na BI]I:OS—B+2|];|nu BI]:oa+B
- + _ _
2I:'l;in0(—+(3 cosa—B—cosa—B — 2sinZsin B a. B
2 2 2 2 2 SII‘IZSIn

2 . d
) a+B a-P a+B) o B)  cos® B2
2in——"— [ cos—— " +cos—— 2cos_cog — = cos,, cos,
2 2 2 2 2
co nalezato wykazat.

Uwaga: ponizsze nie jest fragmentem rozvgzania.
W rozwigzaniu wykorzystano kolejno wzory:
sin(m - x) =sinx
Sin2x = 2sinXcosx

Tty [ XTY

, . . X
sin+siny = 2sin—-=-cos——
2 2
. X+y . X-
COSX —COoSy = —25m%sm%

+ -
cosx +cosy = ZcosX > y cosX 2 y

sin(=x) = —sinx



COSI—X) = COSX
sinx

— =1gX
COSX

22.(4 pkt) Dany jest zbior A ={(x,y): xOROyOR Ox*+y*-4y< O}. Zbior B jest
obrazem zbioru A w translacji o wektor us= [2,-1]. Opisz zbiér B za pomog
nierbwnosci, a nasepnie zaznacz na ptaszczyie zbiér (A O B)'.

Rozwigzanie:

X*+y’-4y<0 = xX°+(y-2)°<4

Zbidr A jest kotem o srodku S, = (0,2) i promieniu r = 2.

Zbior B jest kotem osrodku S, = (O+ 2,2+ (—1))= (21) itakim samym promieniu.

(A OB)' jest dopetnieniem sumy tych kot do ptaszczyzny XO¥Brzegi kot nie naleia do

tego zbioru.
llustracja (szukany zbior (A O B)" zaznaczono kolorem niebieskim):




