Siedem zadan internautow

Zadanie 1- poziom wymagan: podstawowy

Wspélezynniki funkcji kwadratowej f(x)=-x"+bx+c tworza w kolejnosci —1,b,¢
ciag geometryczny. Wyznacz wartos¢ wspolczynnikow b i ¢, jezeli wiadomo, Ze osia
symetrii wykresu funkcji f jest prosta x =1. Zapisz funkcje¢ w postaci kanonicznej.
Rozwigzanie

f(x)=—x’+bx+c
Jezeli prosta x =1 jest osig symetrii wykresu funkcji:
y

to pierwsza wspolrzedna wierzcholka paraboli wynosi 1, czyli:
-b

2-(-1)

Mamy: f(x)=-x"+2x+c.

Ciag geometryczny: (-1,b,c) =(-1,2,c¢).

Iloraz tego ciagu wynosi —2, czyli c=2-(-2)=—4.

=1 & b=2

Szukane wspélczynniki wynosza: b =2, ¢ = -4, a réwnanie funkcji: f(x) = —x’ + 2x —4.
Druga wspélrzedna wierzcholka paraboli wynosi f(1)=-1+2-1-4=-3, czyli
wierzcholek ma wspolrzedne W =(1,-3).

Postaé kanoniczna funkcji: f(x)=—(x-1)*-3.
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Zadanie 2 - poziom wymagan: rozszerzony
W trapez prostokatny ABCD (odcinek AD jest prostopadly do odcinka AB), ktorego

podstawy maja dlugosci |AB| =12 i |CD| =6, wpisano kolo o Srodku S.

a) Oblicz dlugos¢ ramion trapezu ABCD.
b) Uzasadnij, ze tréjkat BSC jest prostokatny.



Rozwigzanie
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a) Trapez jest opisany na kole. Z wlasnosci czworokata opisanego na kole mamy:
|AB| +|CD| = |AD| +[BC|
12+6=2r+a

2r+a=18

Ponadto w trojkacie EBC: (2r)’ + 6° =a’.
OtrzymaliSmy uklad rownan:

{21‘ +a=18

(2r)’ +6*> =a’
2r+a=18
{4r2 +36=a’
a=18-2r
4r’ +36= (18— 2r)
4r’ +36 =324 72r + 4r’
72r =288
r=4
a=18-2r=18-2-4=10
Ramiona trapezu maja dlugosci: |AD| =2r=81i |BC| =a=10.
b) [ZABC|+|/BCD|=180".
Srodek kola wpisanego w trapez jest punktem przeciecia dwusiecznych katow trapezu,

dlatego: |ASCB|=%-|LBCD| i |4SBC|=%-|4ABC|.

Dlatego |ZSCB|+|/SBC|=90°.
|#BSC|=180° — (| £SCB| +|£SBC|)=90°, co dowodzi, 7e tréjkat BSC jest prostokatny.
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Zadanie 3 - poziom wymagan: rozszerzony
Dhlugos¢ wysokosci ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réowna dlugosci
promienia okregu opisanego na podstawie. Pole Sciany bocznej ostroslupa jest rowne
1843 .

a) Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

b) Zaznacz na rysunku kat nachylenia Sciany bocznej do plaszczyzny podstawy
danego ostrostupa i oblicz cosinus tego kata.

Rozwigzanie
S
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r — dlugos¢ promienia okregu opisanego na podstawie

%ah=18\/§ < ah=36y3

2
W tréjkacie PQS: r’ +(%) =h’ < 4r*+a’=4h’.

Ponadto 2r = av2 - dlugos¢ przekatnej kwadratu o boku a.
OtrzymaliSmy uklad rownan:
(ah = 361/3

<2r=a\/5

4r* + a* = 4h?

(ah = 364/3
12r = a\/i

(2r)’ +a’ =4h’

2r =av2, stad mamy:

ah =363
(av2) +a? =4n?
2a’ +a’ =4h’
3a’ = 4h*



a3

ah=36J3 < a-T=36\/§ o a2=36-2 o a=62

=a\/§=6\5'\/§=3\/g

h
2 2
= av2 _ 62 -2 —6
2 2
Objetos¢ ostrostupa:

V=1-a2-r=1-72-6=144
3 3

Kat nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy oznaczono na rysunku f3:

COSB=—=—=—=—=—.
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Zadanie 4 - poziom wymagan: rozszerzony
Podstawa graniastostupa ABCDEF jest trojkat rownoboczny o boku dlugosci 4/3 . Rzut
prostopadly wierzchotka D na plaszczyzne ABC jest Srodkiem krawedzi BC. Wyznacz
miar¢ kata miedzy plaszczyzna ABC i plaszczyzna ABD, wiedzac, ze krawedz boczna
ma dlugosé 3.7.
Rozwigzanie
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|£KBQ| = 60°, dlatego w tréjkacie BKQ:
X —sin60" =§ o x=3

2.3

oraz

a 1
—_=cos60’ =~ < a=+3
23 2

W trojkacie ADQ:
HW3-a 43-43 33 [3
W7 NG N
W trojkacie AQD stosujemy twierdzenie cosinusow:

v =(3v7) +(3\/§)2—2-3\/7-3\/§-c0soc=63+27—18\/ﬁ-\/§=90—54=36

y=6

coso =

Szukany jest kat KQD: cos ZKQD =~ = > = > Stad p=60".
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Zadanie 5 - poziom wymagan: rozszerzony

Wieloscian ABCDEF jest graniastostupem prostym, w ktéorym |AB| =6,
|AC|=[BC|=|AD|=a, gdzie a>0.

Dla jakiej wartosci a kat miedzy plaszczyznami wyznaczonymi odpowiednio przez

punkty A, B, C oraz D, B, C ma miare 45°?
Rozwiazanie

tg45°=3=1 & a=x
X

Taka sytuacja nie moze zachodzié, bo a jest dlugoscia przeciwprostokatnej w trojkacie
APC, za$ x — dhlugos$cia przyprostokatnej w tym trojkacie.



Wobec tego musi by¢ tak:

D E

a=x

A 3 B

Z. definicji kata dwusSciennego wynika, ze trojkat ABC jest prostokatny, wiec:
a’+a’=36 < a’=18 < a=32.
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Zadanie 6 - poziom wymagan: podstawowy

Osmiu uczniéw, wsrod ktorych sgq Ola i Janek, ustawilo si¢ losowo w kolejce do sklepu.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze Ola i Janek nie stoja
obok siebie. Wyniki przedstaw w postaci nieskracalnego ulamka zwyklego.

Rozwigzanie

Oznaczmy: A - zdarzenie polegajace na tym, ze Ola i Janek nie stoja obok siebie.

Q =38! -ilosé¢ wszystkich mozliwych ustawien oSmiu os6b w kolejke.

Obliczymy: P(A)=1-P(A")

A' - zdarzenie polegajace na tym, ze Ola i Janek stoja obok siebie

Ola i Janek mogg sta¢ obok siebie na pozycjach: 1i2,21i3,3i4,.,7i8, codaje?7
przypadkow.

W kazdym z tych przypadkow Ola moze staé¢ przed Jankiem, lub za Jankiem — dlatego
mamy 7-2 =14 mozliwosci.

Jezeli Ola i Janek zajma juz pozycje zgodnie z ktoras z powyzszych czternastu
mozliwosci, to pozostale 6 0sé6b mozemy ustawi¢ na 6! sposobdéw.

W sumie: T’ =14-6!

Stad mamy:
A 14-6!
P(A')=é=14 6.=1_=1
8! 7-8 4
1 3
P(A)=1-P(A")=1-—=—
(A) (A") 1=
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Zadanie 7 - poziom wymagan: I rok studiow

Ile jest roznych uporzadkowanych par roziacznych podzbiorow zbioru {1,2,3,...,n} ?
Rozwigzanie

Metoda I

Dla n =1 ze zbioru {1} mamy pary rozlacznych podzbiorow:

(@,@) ’ (Qa{l}) ’ ({ },@) (D - zbior pusty).

Jest ich 3.

Dla n =2 ze zbioru {1, } mamy pary rozlacznych podzbioréw:

@,2), (@.1), (112), @2) . (2h2), {@1h2) . (@240).

@.{1.2})) , ({1.2},2)

Jest ich 9, czyli 3%

Wobec tego stawiamy hipoteze, ze wszystkich par rozlacznych podzbioréow zbioru
{1,2,3,...,n} jest 3". Hipoteze¢ udowodnimy indukcyjnie.

Dla n =1 - sprawdzilismy: 3' =3.

Zakladamy, zZe dla zbioru {1,2,3,...,n} istnieje 3" par rozlacznych podzbioréw.

Nalezy udowodnié, ze dla zbioru {1,2,3,..,n,n+1} istnieje 3"*' par rozlacznych
podzbiordow.

Dla zbioru {1,2,3,...,n,n + 1} mamy 3" par. Niech (A,B)quzie taka para.

Do zbioru zostala dolaczona liczba n +1.

Wobec tego dla kazdej pary (A,B) dojda nowe pary (A,BuU{n+1})i (AU {n+1},B).
Par bylo 3". Teraz jest 3-3" =3"*', co konczy dowéd.

Metoda II

Liczba wszystkich par rozlacznych podzbioréow zbioru {1,2,3,...,n} jest okreslona

n n n n-1 n n-2 n 0
wzorem: 2N+ 2+ 2N+ -2,
0 1 2 n

Uzasadnienie:

n
Przykladowo dla n =2 liczba (ZJ -2""? zostala wyznaczona nastepujaco:

» wybieramy dowolny dwuelementowy podzbiér zbioru {1,2,3,...,n} (bedzie to
pierwszy wyraz pary zbioréw)
» jako drugi wyraz pary zbioréw bierzemy dowolny podzbiér z n — 2 elementowego
zbioru, po odrzuceniu dwéch wybranych elementéw. Korzystamy z tego, ze zbior
Kk - elementowy ma 2" podzbioréw.
Korzystajac teraz ze wzoru dwumianowego Newtona mamy:

(g].z" +('1'].2"-‘ +(2]-2"'2 +...+(:J-2° =(2+1) =3"



